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La fonction théta de Jacobi et la sommabilité
des séries entieres g-Gevrey, I

Changgui ZHANG

Résumé. Dans cette prépublication, premiere partie d’un article en préparation,
nous présentons une nouvelle notion de développement asymptotique adaptée aux
séries entieres ¢-Gevrey d’ordre un. Nous montrons que cette asymptotique est
liée, de maniere naturelle, & la fonction théta de Jacobi, g-analogue de la fonction
exponentielle. Une méthode de resommation en est ainsi déduite.

Abstract (Jacobi’s theta function and summability of ¢-Gevrey power
series. I). This preprint is the first part of a paper in preparation. In the following,
we present a new notion of asymptotic expansion adapted for one order ¢-Gevrey
power series. It’s shown that this asymptotic is naturally related to the Jacobi theta
function, which is a g-analog of the usual exponential function. A summation method
is then obtained.

Keywords and Subject Classification. Jacobi’s theta function, Borel-Laplace
transform, g¢-difference equation, Asymptotic expansion. 33E05, 40G10, 39A13,
30E15.

Abbreviated Title. La fonction théta de Jacobi et les séries ¢-Gevrey.

0. Introduction

Dans tout ce qui suit, ¢ désigne un nombre réel strictement supérieur

a un.

(0.1) Dans [Zhl], on introduit une notion de développement asymptotique
adaptée aux séries ¢-Gevrey d’ordre un. La définition est la suivante. Soient o un
nombre réel, f = > .500n2" une série entiere et f une fonction analytique sur un
disque ouvert en colimagon {z € C* : 0 < |z| < R} de la surface de Riemann du
logarithme notée C*. On dit que f admet f pour développement asymptotique g-
Gevrey d’ordre un dans la direction d’argument « si pour tout r €]0, R], il existe des
constantes C, A > 0 telles que: Vn € N et Vz € C de module lz| <7,

n—1
F@) = D apa™| < CAmgz "R g,
m=0

ou argz = I'm(log x), log désignant la détermination principale du logarithme.

Cette asymptotique est en quelque sorte une asymptotique “exacte”, compte
tenu de la propriété remarquable suivante. Si une fonction admet le méme développement
asymptotique dans deux directions distinctes, alors elle est uniquement déterminée.
Par conséquent, d’une facon tout a fait analogue a ce que I'on a fait avec la notion
de développement asymptotique Gevrey de Watson, on développe un procédé de
resommation basé sur cette notion d’asymptoticité g-analogue. Ce dernier utilise,



en effet, un formalisn}e fort similaire a la méthode de Borel-Laplace, en faisant in-
. . 2 .
tervenir la fonction g2 '%?(1%*~1) (log z = 1%BZ) comme g-analogue de la fonction
. ng
exponentielle.

(0.2) Comme I’a remarqué J. Sauloy dans sa these [Sal, la fonction théta de
Jacobi (p =1/q)

+o0o +o00o
e(l.) — Z qfn(nfl)/an — H(l _pn—|—1)(1 + xpn)(l _{_pn—}—l/l,)
n=—00 n=0

non seulement joue le role de la fonction “g-exponentielle” dans la résolution formelle
d’une équation aux g-différences, mais surtout présente un aspect “elliptique” : u-
niforme, quasi-invariante pour la g¢-différentielle f(z) — f(gz). Ainsi, avons-nous
étudié, dans article [Zh2], sur 'exemple de la solution formelle de I’équation aux g-
différences vérifiée par la fonction g-Gamma de Jackson, comment sommer une série
g-Gevrey a 'aide de la fonction 6 de Jacobi. Cette étude donne lieu a un nouveau
g-analogue de la fonction Gamma; et la méthode exploitée est succeptible d’étre
généralisée — c’est ce que nous voudrions montrer dans le présent article.

(0.3) L’article comporte trois parties; il est organisé de la maniere suivante.
Dans la premiére, on étudie une notion de développement asymptotique Gevrey g-
analogue, beaucoup plus faible que celle proposée dans [Zhl]. On définit ensuite
une transformation analytique de Borel g-analogue au moyen de la fonction 6, cette
derniere jouant le méme role que la fonction exponentielle dans le cas classique. En
se restreignant a la classe des séries Gg-sommables au sens de [Zhl], on introduit
une transformation de Laplace ¢g-analogue avec la fonction # et on obtient alors une
nouvelle méthode de resommation. Le résultat un peu ‘surprenant’ de cette partie
est le suivant (cf le corollaire (3.5)).

Soit ¢ un germe de fonction analytique en l'origine de C. On suppose qu’il
p?ui;2 étre prolongé en une fonction analytique et ayant une croissance du type
q2'98¢ 2098, 2=1) 5 Pinfini dans un secteur illimité V.

Alors ¢ représente une fonction entiere si, et seulement si, pour tout x € V
tel que |z| <1, ona., ,(—1)"g " tD2p(¢g"z) =0 *.

Par conséquent, ZHGZ(—1)”q_”(”+1)/2<p(q”x) est égal au polynéme nul si ¢ €
Clz].

Dans la deuxieme partie, on étudie la sommabilité du produit de deux séries
(Gg-sommables d’ordre un et la multisommabilité avec §. La troisieme partie contient
une application de notre méthode de resommation aux équations aux g-différences.
Nous calculons les multiplicateurs de Stokes avec . Ce programme reste a détailler
plus loin.

(0.4) Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, on entend par secteur
ouvert tout secteur limité sur la surface de Riemann du logarithme notée C* de la
forme

V={zeC:0<|z|]<Ra<argz<p}, R>0, —0co<a<f<+0o0;

*A. Duval m’a aimablement
indiqué que, si ¢ = 3,5, arz®, Pexpression EHEZ(—1)”q_"(”+1)/2go(q"a:) se développe terme 3

terme en Y, -, axz*0(—¢gF 1), qui est identiquement nulle car 6 s’annule en tout élément de —g”.



on désigne par ||V|| (ici, = 8 — «) l'ouverture du secteur V et par R(V) (= R) son
rayon sup{|z|: z € V}.

Premiere partie —

Transformations de ¢-Borel-Laplace au moyen de la
fonction 6

Dans cette partie, nous commencerons par une notion de développement
asymptotique adoptée aux séries entieres ¢-Gevrey. Nous donnerons ensuite quelques
énoncés du type Malgrange-Sibuya-Ramis pour les classes de fonctions asympto-
tiques. Nous étudierons enfin des transformations analytiques du genre Borel-Laplace
entre certaines classes de fonctions “g-Gevrey”.

1. Développement asymptotique Gevrey d’ordre (g; 1)

La notion de développement asymptotique g-Gevrey que ’on va étudier dans
la suite est beaucoup plus faible que celle rappelée au début de I’article.

(1.1) Définition — Soient f une fonction analytique sur un secteur ouvert V
et f =) .,0,2" une série entiere. On dit que f admet f pour développement
asymptotique Gevrey d’ordre (q;1) sur V si, pour tout sous-secteur U relativement
compact de V' (i.e. ay < ay < fy < By et R(U) < R(V)), il existe des constantes
A, C > 0 telles que, Vx € U et Vn € N,

n—1
[F(@) = D ama™| < CAQ" V],

m=0

Lorsque c’est le cas, on note f € Ag1 (V) et f ~p, f.

On remarquera aussitot que si f € A, (V), alors son développement est
unique et il appartient & la classe des séries g-Gevrey d’ordre un notée C[z]],.1-

(1.2) On note T : Ay (V) — C[[z]]41 application “Série de Taylor” définie
par la relation : f ~¥, T(f).

Notons que T est surjective. En effet, d’apres la proposition 2.2.1 de [Zh1],
a tout f € C[[z]],1 correpond une fonction analytique sur un disque en colimagon
de C* qui admet f pour développement asymptotique ¢g-Gevrey d’ordre un dans une
direction donnée d’avance; cette fonction est asymptotique, au sens de la définition
(1.1), & f sur tout secteur d’ouverture finie. Cette correspondance est faite au moyen
d’une transformation de g-Borel formelle dont la définition est rappelée ci-dessous.

(1.3) Soit f(:v) = Y .50 nx™; par définition, on appelle transformée de q-
Borel d’ordre un de f la série entiere B’q;l f définie par :

Bq;lf(f) — Z anq—n(n—l)/Qé-n.

n>0

Lorsque f est g-Gevrey d’ordre un, la transformée Bq;l f est convergente au
voisinage de l'origine de C et on peut lui appliquer ensuite une transformation de



g-Laplace tronquée. Nous renvoyons a la page 243 de Darticle [Zh1] pour plus de
précision.

Désignons par E,._; (V') ensemble des fonctions analytiques f sur V vérifiant
la propriété suivante. Pour tout sous-secteur U relativement compact de V', il existe
des constantes C' > 0, . € R telles que :

Vo e U, |f(x)] < Claf#|q? 5081,

Tout élément de E,,_; (V) sera appelé fonction g-plate d’ordre un sur V ou encore
fonction a décroissance g-exponentielle d’ordre un sur V.

(1.4) Lemme ([Zh1], p. 238) — Avec les notations précédentes, on a ker T' =
Eg;—1 (V).

Par conséquent, I'application T" induit un isomorphisme entre les C-espaces
vectoriels Ay (V) /Ey—1(V) et C[[z]]g1- O

(1.5) Contrairement & ce qui s’est passé avec la notion de développement
asymptotique ¢-Gevrey de [Zh1], 'ensemble A, (V') est stable pour le produit. En
effet, par un calcul directe, on peut vérifier que pour tout (f,g) € Ay (V), on a
fg €A1 (V) et T(fg) =T(f)T(g)-

Si V est un secteur ouvert d’ouverture > 27, notons V. = {z € V : ze’™ €
V'}. Pour tout élément f € A, (V), on pose varf(z) = f(ze*™)— f(z) siz € V_. On
avarf € E,_;(V_), d’apres le lemme 1.4; d’oti 'on obtient une application linéaire
var : Ay (V) = Eg—1(V_). Puisque varf = 0 pour tout f € C{z} ayant un rayon
de convergence supérieur ou égal au rayon R(V), on définit de maniére naturelle
une application de Ay (V)/(C{z} NA,1 (V)) dans E,._; (V_) notée encore var. Cette
derniére est clairement injective. Le lemme suivant exprimera que, a peu de chose
pres, elle est en fait bijective.

(1.6) Lemme — Soient U, V deux secteurs ouverts, distincts, tous deux
d’ouverture > 2m et vérifiant U & V. Alors pour tout élément h de E,_(V_)
il existe un f € Ay, (U) tel que varf = h sur U_.

Preuve — On va appliquer la formule de Cauchy-Heine (cf [Mal); sans perte
de la généralité, on suppose que U et V ont une méme ouverture qui est > 27. On
se fixe un point by = |by|e?® dans V_ qui n’appartient pas & U_, on note [y, le
segment allant du point by vers ‘I’origine’ de C*; on pose, pour tout z € Up, :={x €
U:pfo<argx < fo+27}:

fla) = o /F :(_“)xdu

bo

Il est clair que f est analytique dans son domaine de définition. Pour voir que
[ € Ay (Us,), on écrit

h - h(u) d
/ Alw) du = E x"/ h(w)u™ ™ dy, + xm+1/ lu) _:,
Iy, U= =0 T's, Ty U= T U
et on pose f = D 030 GnT" avec :
1
VneN, a,=-— h(u)u~ ™D duy.
2mi Ty



Soit W un sous-secteur relativement compact de Uy,; on pose d = infyewyer,, 12

et, par compacité relative de W dans U \ I'y,, on a d > 0. Du fait que h € E,._; (V_)
et que pour tout p € R, il existe C, A > 0 vérifiant : Vm € N,

[bo] +00
/ q log, u(log, ufl)/2uu7m71du < / q log, u(log, ufl)/2uufm71du
0 0

— CAmq(m+1)m/2,
on conclut aisément a ’asymptoticité f Ngbf’ f

La fonction f peut étre prolongée sur U de la maniere suivante. A tout point
b= |bole”” (B € R) de V_ on associe le chemin I', obtenu en juxtaposant 1’arc orienté
du cercle de rayon |by|, allant de by vers b, et le segment joignant le point b a 1’origine;
on substitue ensuite le chemin I'y, par I', dans l'intégrale définissant f. La fonction
ainsi obtenue sera encore notée f. Par Cauchy, on vérifie aisément que varf = h sur
U_. Avec le méme argument que celui utilisé précédemment pour U,,, on obtient
que f Ng”l f et par suite f ~Y, f. O

Etant donné un nombre réel o, notons VY la famille des secteurs ouverts
bissectés par la direction d’argument « et ayant chacun une ouverture > 2w, et
posons

Af};l = UvevaAq;l (V)7 ]E?;_1 = UVeva]Eq;—l (V—)-
Le lemme (1.6) implique directement le résultat suivant.

(1.7) Proposition — L’application var induit un isomorphisme entre les espaces
vectoriels Ay, /C{z} et B} ;. O

Considérons un résultat du type Malgrange-Sibuya-Ramis. Soit {V;}i<j<s
une famille finie de secteurs ouverts; on pose Vy; = {ze*™ : z € V;}. On suppose
que, d'une part, Ui<j<sV; est un secteur d’ouverture > 27, et d’autre part, pour
toute paire d’indices (j, k) vérifiant 1 < j <k —1 < J, V; NV, = 0. Supposons en
outre qu’il y a sur chaque V; une fonction analytique et bornée f;. On pose, pour
tout indice j entre 1 et J : fj 1(x) = fit1(z) — fi(zx) siz € Vi1 NV

(1.8) Corollaire — Avec les notations ci-dessus, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) II existe un f € C[[z]] tel que f; N<‘1/;j1 fpourj=1, .. J.

(ii) On a fjj+1 € By 1 (V;:aNV;) pourj =1, ..., J.

Preuve — L’implication de (i) vers (ii) résulte du lemme (1.4); 'autre impli-
cation résulte de la linéarité du probléme et du lemme (1.6) (¢f [Mal, p. 7). O

(1.9) Pour terminer la partie, on mentionne quelques observations.
(i) Bien que A7, soit stable pour le produit, I'espace quotient Ag,/C{z} ne
I’est plus.

(ii) Pour tout nombre réel s > 0 posons A7, = A%, B} |, = EL ;. Si
s>s>0,ona:

Ag;s C A?;S” E:;—l/s C IE:J)Z;—l/S"

(Ef};fk est I’ensemble des fonctions g¢-plates d’ordre k) La proposition précédente
affirme alors que var : A%, /C{z} — E_,  est bijective.

S



2. Fonction 6 et transformation de ¢-Borel analytique

La fonction # de Jacobi définie par (0.2) vérifie I’équation fonctionnelle aux
g-différences

y(gz) = qry(z),

laquelle est satisfaite par la fonction q% log, z(logg o+1) ¢oalement. En plus, comme 0(z)
ne s’annule que si z € {—¢" : n € Z}, on en déduit que pour tout e €]0, [, il existe
des constantes C, Cy > 0 telles que si x € C*, —7m + ¢ < argx < m — ¢, alors

Calg} o880 < [(z)| < Clqh ot =08+

On dira que 6 est & croissance g-exponentielle d’ordre un et de type fini dans C\| —
00, 0[. La définition générale est la suivante (cf [Ra], [Zh1]).

(2.1) Définition et notations — Soient U = {z € C* : a < argz < B} un
secteur ouvert illimité de C* et f une fonction analytique dans U; on dit que f
admet a l'infini (resp. en ‘Uorigine’) sur U une croissance q-exponentielle d’ordre un
et de type fini si pour tout € > 0 petit, il existe R > 0, C' > 0 et u € R tels que ’'on
ait .

[ ()] < Cla||g7 '8 208 =1

pour tout x € U vérifiant |x| > R (resp. 0 < |z| < R), a+¢ < argzx < f —&.

Soit @ € R; on notera H; I'ensemble des germes de fonctions analytiques en
I’origine du plan complexe qui peuvent étre prolongés en une fonction analytique,
admettant une croissance g-exponentielle d’ordre un et de type fini dans un secteur
illimité contenant la direction d’argument c«. On note aussi E;; l’ensemble des
fonctions entieres ayant a l'infini une croissance ¢-exponentielle d’ordre un et de
type fini; on a Ey1 = Naepo,onH. 1 -

(2.2) Posons f(z) la fonction entiere définie par Oy(z) = ., o, ¢ "~ D/ 2z,
On a 6y € E,;, avec : -

Vi € C*, ‘00($)| < C|q%10gqm(logq$+1)|,

ou C' > 0 est une constante, Im(logz) € [—m, 7[.

Soit V un secteur ouvert d’ouverture > 27, bissecté par la direction d’argument
@; A tout point a = |ale(®™" situé sur la bissectrice du secteur V_ on associe deux
chemins [0, a|, vy, définis dans V' comme suit. On note [0, a] celui allant de l'origine
vers le point a suivant la bissectrice de V_; =, celui paramétrisé par [0,27] — V,
t |a‘e(a—7r+t)i'

(2.3) Si f € Aj1(V), on pose

Bmw—iﬁﬁém@ﬂ+i 0(%)f ()

271 T T ) e T T
a

Pour tout élément ¢ € C*, la fonction différence z — 0(%) — 0y(%) est une fonction
entiere; on en déduit une définition équivalente de B, f(§) :

By f(§) = i./[o ]eo(g)var (x)‘;—ﬂi 00(§)f(x)d—x.

21 21 o x T
a



(2.4) Lemme — La fonction By f ci-dessus est définie et analytique au voisi-
nage de [Dorigine du plan compelxe et indépendante du choix du point a sur la
bissectrice de V_. A A

En outre, si f N}If;l f, alors les By, f, B’q;lf sont égaux dans C{&}.

Preuve — Considérons la définition de By, f en terme de 6y; notons B la
bissectrice de V_, incluse dans ce dernier. Comme varf € E,_;(V_), il existe C' >
0, p € R vérifiant |varf(z)| < C|z|*|g~2' 8= ==D| pour tout = € B; avec la
croissance g-exponentielle d’ordre un de 6y, on en déduit que I'intégrale prise le long
le segment [0, a] converge si || < ¢*. Puisque l'autre intégrale, relative au contour
Ya, définit une fonction entiere dans le plan des &, on obtient que By f(§) est une
fonction définie et analytique au voisinage de I'origine. Son indépendance par rapport
au choix de a € B est une conséquence directe du théoreme de Cauchy.

Supposons f N;/;l f et notons, pour tout entier n > 0, f,, la somme partielle
d’ordre n de f . Substituons f par f, dans la définition de B, f; la premiere intégrale
est nulle et la seconde donne By, f, par Cauchy (voir (1.3) pour la définition de By;1);
autrement dit, on a By, fn(§) = Bq;l fn(§) pour tout n € N. Pour terminer la preuve,

il suffit de prouver que, étant donné un complexe £ de module [£| assez petit ou
By f(€) est définie, la suite (By1f(§) — By fa(§)) tend vers zéro avec 1/n, n € N*.

Posons R, (&) = 2mi(Bg1f(§) — Bg1fal(€)); on a

lal .
Ra© < [ oo ypvarsaee) 2 o 20n( ) max (o) - o)

a
< Ogh o lellog, le+1)( / #1708 Kl d 4 My, (Ja)),
0

ol C désigne une constante indépendante de n, £ et de a, et ou

Mn(‘aD — C/An‘a|n—logq \f\qn(n—l)/Q—l—logq la|(log, |a\—1)/2,

avec C', A > 0 deux autres constantes. Choisissons & présent a qui minimise M,,.
En dérivant la fonction ¢ — M,(t) sur |0,+oo[, on trouve que M/ (t) = 0 pour
t = ¢ "t1/2/¢|, et en ce point on a :

M, (t) = C'q~ 7008 120" (4J¢ )",

Supposons [£] < min(%, g"). Pour tout n suffisamment grand, en choisissant

a € B avec |a| = ¢~ ""/2¢| dans la définition de B, f, on déduit des calculs de R,
M, 'estimation suivante :

qu/2|§|u —Llog2 (€] ¢, —1 n CC/ —1/8 A n.
[Bn(E)] < ——7 oz gd (¢ #[€)" + CC'qP(AlE)™
q

d'olt R,(§) > 0sin— +oco. O

Il est a noter la propriété suivante.

(2.5) Si f est la Gg-somme d’une série Gq-sommable d’ordre un dans la di-
rection d’argument «, alors le lemme précédent implique que la transformée B, f de
(2.3) coincide avec celle calculée au moyen de la fonction g-exponentielle q% log, z(logg z—1)



(2.6) Définition — La transformation By, : Af,; — C{{} définie dans (2.3) est
appelée la transformation de q-Borel analytique d’ordre un.

Du fait que B, f € K, si et seulement si f € C{z}, on peut déduire des
lemmes (1.4), (2.4) le résultat suivant.

(2.7) Proposition — La transformation de g-Borel d’ordre un, B, induit un
homomorphisme surjectif d’espace vectoriel de Ay, /C{z} sur C{{}/Eq. O

L’intégrale de £ — f(£)6o(%) le long le chemin v, définit un élément de K.
L’application étudiée dans la proposition précédente peut étre reformulée par ’autre
intégrale, donc au moyen d’une intégrale pres de I'origine sur varf; ceci présente un
formalisme fort similaire & la transformation de Laplace étudiée dans [CNP] (Pré
I, Transformation de Laplace), malgré une incohérence apparente de 1'usage de la
terminologie. Remarquons aussi que By;; n’est pas injective dans Ag;; on a en effet :

Byif =Bpg<—= f—9geEj_;.

3. Fonction 6 et séries ¢g-Gevrey sommables

Soient o un nombre réel et C{z}¢, 'ensemble des séries Gg-sommables d’ordre
un dans la direction d’argument «; par définition, C{z}g,, est constitué des séries
g-Gevrey d’ordre un dont la transformée de g-Borel formelle d’ordre un appartient a
la classe H ;.

(3.1) Soient ¢ € HY, et 7y =Ing[],5o(1 — ¢ ")~"; on pose :

o 1 [ p(€) de
Lo.e(z) = W_q/o @?,

Iintégrale étant prise le long la demi-droite issue de l'origine de C et ayant o pour
argument.

(3.2) Lemme — On a les assertions suivantes. (i) Si ¢ est un polynéme de la
forme ag + a1§ + ... + a, €™, alors la fonction L ¢ définie par (3.1) est égale a la
fonction polynomiale Y ; arg**V/2gk (i) De maniére plus générale, si ¢ € H?,
et sip = Byf (f € C{z}3,), alors Ly, définit un élément de AY, qui admet f
pour développement asymptotique.

Preuve — La premiere assertion a été prouvée dans le lemme (6.4) de [Zh2].
La seconde peut étre démontrée de la méme maniere que ce que I'on a fait pour la
proposition 2.2.1 de [Zh1]; nous laissons au lecteur le soin de compléter la preuve.
i

(3.3) Définition — L’application L{;, : HY; — A%, est appelée transformation
de q-Laplace analytique d’ordre un relative a 6 dans la direction d’argument o.

Pour tout f € C{z}g,, la fonction L B, f sera notée S2 ) f et sera appelée
la B-somme de [ dans la direction d’argument .

Notons d’abord que application Lg,; envoie E;1 sur (C{x}, quel que soit
a € R; nous verrons qu’elle n’est pas surjective de Hg.; vers Az,



(3.4) Théoreme — Soient p € Hy, et f = Lgi1p. On a:

21 _
varf(z) = —— 3 (=1)"q """ Pp(—g"x)
q nez

pour tout x élément d’un germe de secteur ouvert V_ bissecté par la direction
d’argument (o — 7).

De plus, f est I'unique élément de Ay, ayant f pour développement asymp-
totique et dont la variation soit donnée par la formule ci-dessus.

Preuve — La formule exprimant var f est une simple conséquence de la formule
de Cauchy appliquée a I’intégrale de contour exprimant la fonction différence LZ‘;}LE@—
Lyi%p sur V_ ol € > 0 est tres petit. L’unicité résulte de I'observation suivante :
Deux éléments f, g de Az, different d’un germe de fonction analytique a I'origine du
plan complexe si et seulement si leurs variations coincident. 0O

Posons alors U* : H,; — Ey._; le composé de L, avec var :
) b )
2me

U (g)(x) = — 3 (-1 gD ()

T
9 nez

On a U%(p)(z) = S2, f(ze*™) — 82, f(x) si ¢ = By1 f avec f € C{z}2,.
(3.5) Corollaire — On a U*(y) = 0 si et seulement si ¢ € E,,. En particulier,
si ¢ est un polynome, alors on a :

Y (—~1)ng et Rg(—gng) = 0.

nez

Preuve — 11 suffit de remarquer que ¢ = Bq;l f est un élément de K, si et

seulement si f représente un germe de fonction analytique a l’origine de C, donc
uniforme. O

On pourrait envisager de donner un énoncé plus général portant sur les fonc-
tions & croissance g-exponentielle d’ordre un et de type fini en 'origine et a I'infini
dans un secteur illimité; la situation typique est alors celle des polynémes en z et %

(3.6) Le théoreme 3.4 peut étre interprété de la maniere suivante. Soit u €
E2 ; et soit ¥ € C{z} la fonction correspondant a la la transformée de g-Borel
évaluée le long du segment [0, a] :

v =5 [ ()T

o

Si ¥ € H2,, on a nécessairement u = UV 1.

q;1>
(3.7) Corollaire - Si f € C{z}g, et g € C{x}, alors Sg;l(gf) = gSg‘;l(f).

tDe facon similaire & la formule de Cauchy classique, cette formule pourrait étre obtenue au
moyen des hyperfonctions. En effet, d’aprés (3.5), on a U 0‘00(5) = 0, et ceci seulement quand
|€] < |z|; que se passe-t-il quand z = £ ?
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Preuve — Dans [Zh1], on a déja démontré que gf € C{z}g,. Posons f(r) =
Sf;;lf(x) pour tout z élément d’'un germe V' de secteur ouvert d’ouverture > 2,
bissecté par a; on a d’une part gf "’}1/;1 gf, et, d’autre part, var(gf) = g varf sur
V_. Compte tenu du théoreme 3.4, il suffit de prouver que si ¢ = B,1(gf), on a

g varf = U%p; ceci se fait avec la remarque donnée dans (3.6) et la relation suivante,
déduite du corollaire (3.5) :

1
U =U" ouV¥=_— g(varf)&o(g)i—x m

2t [0,a] 5

Le résultat que nous venons d’obtenir affirme que I'ensemble C{z}3, constitue un

C{z}-module compatible avec 'opérateur de sommation S7,. Comme le montreront
)

les exemples qui suivent, cette propriété sera tres importante pour étudier la #-somme

d’une série entiere vérifiant une équation aux g-différences.

(3.8) Exemples. La série entiere fo = Y . (—1)"¢""D/2z" est solution
formelle de ’équation (E) : zy(gz) + y(z) = 1; sa transformée de ¢g-Borel formelle

ﬁy donc fo € C{z}%, pour tout réel o tel que o # 7

mod2r; de plus, la f-somme S, fo est solution analytique de (E), d’apres (3.7). Si
x € C vérifie ¢"x # 1 pour tout n € Z, on a, par Cauchy :

d’ordre un notée ¢ vaut

En tant que différence de deux solutions de (FE), U%(p)(x) est alors solution de
I’équation homogene associée (Ey) : zy(qz) + y(z) = 0.
La série de Laurent F(z) := > ez (—=1)mgnn=D/2z7 est une solution formelle

de I'équation (Fp). Décomposons F'(x) en somme de deux séries entieres de la
maniere suivante :

. A~ a1
Fla)=fo+ F-(7),  F.(t) € tC[[t]];
on a F_(z) = —qlwfo(q%z); d’ott F_ et par suite F' elle-méme est sommable dans
toute direction non congruente & R™. Désignons par F' la somme Sg; fo + Sg.i F_;
par Cauchy, on obtient :
2, 1
F(z) = ———.
Tq 0(_§)
(Une interprétation heuristique de ce dernier résultat peut se faire de la maniére
suivante : On associe a F' sa transformée de g-Borel, > _,(—1)"¢", qui est nulle
sauf en £ = —1 et qui est alors la fonction de Dirac en ce point...)
Considérons enfin le cas ou ¢ possede un pole multiple, et posons par exemple
= m Avec la formule des résidus, on obtient :

Comi 0'(—1)  2mizf' (=)

U(p)(z) = e xgz(_%) - q—7rq 92(_§) :
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Soit f = Lg1¢; on peut vérifier que f satisfait & I'équation (zo, + 1)%y = 1, ou

o, est Popérateur aux g-différences f(z) — f(gz). La fonction U%(p) est solution

de I’équation homogene (zo, + 1)?y = 0, qui se transforme, avec y = 2/0(=%), en

celle-ci : (o, — 1)%2 = 0; par 1a on comprend mieux la présence dans U*(¢p) de la
z6' (-2

fonction logarithme g-analogue r;)) définie dans la These [Sa] de J. Sauloy.
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