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Résum é. CetteNoteseplacedansle cadredela théoriedessentinellesdessyst̀emes
distribuésdévelopṕeeparJ.L. Lions [3, 4]. La recherchedessentinellesseramènegéńeralement̀a
un probl̀emedeminimisationsurunsous-espaceaffine fermé dansun espacedeHilbert. En
utilisantcefait, uneautreapprochepourla déterminationdessentinelleset l’ étudedela furtivité
estpropośee.Cetteapprocheestillustréesurdeuxexemplesd’équationparaboliquescalairenon
linéaire,maisellepeutêtrefacilementgéńeraliśeeàd’autressituations.

Remarks on sentinels for distributed systems

Abstract. Theframework of thisNoteis thetheoryof sentinelsfor distributedsystems
introducedbyJ. L. Lions[3, 4]. Thedeterminationof sentinelscanbeusuallyreducedto a
minimizationproblemon an closedandaffinesubspaceof a Hilbert space. Usingthis fact,another
approach to determinesentinelsandstudystealthinessis proposed.Thisapproach is illustredon
twononlinearscalarparabolic equations,but it canbegeneralizedeasilyto othersituations.

Abridged English version� Non arbitrary missingterms
Let

�
bearegularandboundeddomainof ��� andconsidertheparabolicsystem(1), where���	��


is asecondorderelliptic differentialoperator(
�
�����������

) and � is adifferentiable(non-
linear) real function. The“missing terms” ������ � , � �! #"$��%&%'%'�)(+*

, aresuchthat :
 �� � *-,/. � .�0

is a givenandlinearly independantfamily in 132 � � 
 , and 4 ����46575 "
, for

"98 � 8:(
. The

“pollution term” ; �< is suchthat : 4=;>4?5@5 "
and 4A4 �< 4&4 B-CEDGF#H 8I"

. We make the following
hypothesis:
(H-1) : Problem(1) hasauniquesolutionwhich is differentiableaccordingto ; and � .
(H-2) : Thesolution � of (1) is availableon

�
at
�?JK�

, i.e., � �	LM���N� ; � � 
 is known.
(H-3) : Theconditionsof the”BackwardUniquenessTheorem”[6, 2] aresatisfiedfor the
operator OO)P Q ���	��
 Q �SR � � 
 in

�UT �A�V�����
, where � is the solutionof (1) with ; J �W� JX�

,"@8 � 8Y( .



For Z\[ givenin 1 2 � � 
 , thesentineldefinedby Z\[ is thefunction ] � ; � � 
 , definedby
(2), suchthat(3)-(4)aresatisfied.Then,wehave:

THEOREM 0.1. – Considerthe system(1), the sentineldefinedby Z\[ is givenby] � ; � � 
^J 5 � �`_aB-CbDdceHgfih 
 Z\[ � � �E%&���N� ; � � 

j B$C�DkceH , where h Jmlonp�	l^l^nq
sr , l is theorthogo-
nal projectionof 1 2 � � 
 on vect

 utv� �� ,�
)��%'%&%'�)tv� �� 0U
)* and
t

(resp.
l

) is definedby (7) (resp.
(8)). Moreover, the“pollution term” �< is not stealthyfor thesentineldefinedby w �< , wherew is definedby (11).� Arbitrary missingterms
Now, we considerthesystem(13), wherethe“missing term” �� is arbitraryin 1 2 � � 
 . The
hypothesis(H-2) and(H-3) arereplacedrespectively by
(H-2’) : Thesolution � of (13) is availableon x T ���V����� , where x is asubdomainof

�
.

(H-3’) : The conditionsof Mizohata’s theorem[7, 8] aresatisfiedfor the operator OOqP Q���	��
 Q � R � � 
 in
�UT ���������

, where� is thesolutionof (1) with ; J �W� J!� , "@8 � 8!( .
For Z\[ given in 1 2 � x T �A�V�����y
 , the sentineldefinedby Z\[ is the function ] � ; � � 
 ,

definedby (14),suchthat(15)-(16)aresatisfied.Then,wehave thefollowing result

THEOREM 0.2. – Considerthe system(13), the sentineldefinedby Zz[ is given
by ] � ; � � 
7J 5 � �{_ B-CEDG|~}�� [�� ��� H f�h 
 Z\[ � � �	LM���)� ; � � 
�j B-C�Dk|>}�� [�� ��� H , where h J �t7�u�t
nz�t�
qr , �t
n
is the orthogonal projection of 1 2 � x T �A�V������
 on �#� �t

, and
�t

is definedin subsection
2.1. Assumethat �< vanisheson

� ��� � 
 T �A�V�����
, where

�
is a subdomainof

�
such that��� x Jm�

. If �< is stealthyfor thesentinelsdefinedby a completefamily of 1 2 � x T ���V�����y
 ,
then �< J!� P�� Q � � Q ��R � � 
 � � where � vanishesin

� ��� � 
 T �A�V�����
.

1. Casdestermesmanquantsnon arbitrair es

Soit
�

un ouvert borńe de � � , de frontière
� �

régulìere.On consid̀erele syst̀eme
parabolique��=� Oq�OqP �	LM����
 Q ���	��
 � ��LM����
 Q � � � �	LM����
�
3JY�6�	LM����
 dans � J �UT �A�V������ �	LM����
3J < �	LM����
 Q ; �< ��LM����
 sur � JY� �UT �A�V������ �	LM�q�-
3J � [ �	L�
 Q�� ��� 0��� , ������ � ��L�
 dans

� (1)

où :� ���	��
 désigneun opérateurdifférentielelliptiquedu deuxìemeordre,pour
�

dans
�A�V�����

.� La fonction �¡ ��K¢£� estuneapplicationdérivable(nonlinéaire).� La fonction
�

estdans1 2 � � 
 .� Lesfonctions
<

et �< sontdans1 2 � � 
 .� Lesfonctions� [ et
 �� � *#� � J¤"-�)¥��¦%&%'%&�q(

sontdans1 2 � � 
 .
On seplacedansla situationsuivante:� Lesparam̀etres; et � J§� ��� 
 �A¨ª© , �¬«¬«¬«¬� 07­ sontinconnuset vérifient: 4=;>4S575 "

et 4 ���s4S575 "
pour � �� #"-��%'%&%'�)(+*

.� La fonctions �< estinconnueetvérifie : 4A4 �< 4&4 B$CbDGF#H 8®" .� La famille
 �� � *#� � J "-�)¥e��%&%'%'�)(

, qui est donńee, est linéairementindépendantedans1 2 � � 
 .
Leshypoth̀esesquel’on fait ici sontlessuivantes:
(H-1) : Le probl̀eme(1) poss̀edeun solution unique,différentiablepar rapportaux pa-
ramètres; et � .
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(H-2) : On disposede la solution � �	LM���N� ; � � 
 de (1) sur tout
�

mais à l’instant final
�

seulement.
Pourunefonction Z\[ donńeedans 1 2 � � 
 , la sentinelledéfinie par Z\[ [3, 4] est la

fonction

] � ; � � 
?J°¯ c � Z\[ ��L�
 Q²± ��L�
�
 � ��LM���N� ; � � 
 _ L (2)

où la fonction
± � 1 2 � � 
 està déterminerdemanìereque:� ]� �W� ���V�q�a
~J°�V� pour � �� #"-�)¥��¦%&%'%&�q(+*

(3)

et 4&4 ± 4A4 B C DdceH minimale
%

(4)

La condition(3) estéquivalenteà

5KZ\[ Qi± � � �� ��� �E%&���N�s�V�q�a
oj³J!� pour � �´ #"-�)¥e��%&%'%'�)(+*
(5)

où 5 ��j désignele produitscalairedans1 2 � � 
 . Le syst̀emevérifiépar Oq�Oqµ�¶ pour � J ; J°�
est �� � O)·OqP Q ���	��
b¸ Q ��R � � 
b¸9J!� dans � J �UT ���V�����¸¹J°�

sur � J!� �UT ���������¸~��LM�q�a
3J �� � dans
� (6)

où � estla solutionde(1) avec � J ; J°� . On fait l’hypothèse:
(H-3) : Lesconditionsduthéor̀emed’unicitérétrograde[6, 2] sontvérifiéespourl’opérateurOOqP Q �U����
 Q ��R � � 
 dans

�UT �A�V�����
.

On introduit l’opérateurlinéairet  º1 2 � � 
 ¢ 1 2 � � 
¸ [ »¢ ¸¼�E%&���½
 (7)

où
¸

est la solutionde (6) de condition initiale
¸ [ . Le théor̀emed’unicité rétrograde[6,

2] montrequel’opérateur
t

est injectif. La condition(3) estdoncéquivalenteà 5¾Z\[ Q± �)tv� �� � 
9j³J¿�
, pour tout � �À #"$�)¥���%'%&%'�)(+*

. En posantÁ J
vect

 utv� �� ,�
)��%'%&%'�)tv� �� 0U
)* , la
condition(3) estéquivalenteà

± �� f½Z\[ * Q Á®Â . Le probl̀eme(3)-(4)peuts’écrirealors:

Trouver
±

, denormeminimale, dansle sous-espaceaffine
 fÃZ\[ * Q Á®Â .

Ce probl̀emeposs̀edeévidemmentunesolutionunique
±

dans Á J Á ; cettesolution
n’estautrequela projectionorthogonalede f½Zz[ sur Á .

1.1. Opérateur de projection et furti vit é

On écrit
± J � 0��� ,VÄ � tv� �� � 
 où

Ä JÅ� Ä � 
 ��� , �¬«¬«¬� 0 està déterminer. Soit l’opérateurÆ  º1 2 � � 
 f�¢ � 0Z » f�¢ � 5KZ �)tv� �� � 
oj³
 �A¨p© , � 2 �¬«¬«¬«¬� 07­ � (8)
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dontl’opérateuradjointestÆ n   � 0 f�¢ 1 2 � � 
��Ç6,���%'%&%'�sÇS0�
 » f�¢ � 0��� , Ç � tv� �� � 
)% (9)

Onvérifieaiśementque
Æ7Æ n Ä J f Æ Z\[ etque

Æ7Æ n
estunematrice,de È 0É� � 
 , symétrique

définie positive dont les termessont donńes par
� Æ7Æ nq
 ��Ê J 5 tv� �� � 
)�)tv� ��¦Ë 
²j@� � � Ê � #"$�)¥���%'%&%'�)(+*#%

D’où ± J f Æ n � Æ7Æ n 
 r , Æ Z\[ �
et h J Æ np� Æ7Æ nq
sr , Æ estla projectioncherch́ee.La sentinelledéfiniepar Z\[ estdonc] � ; � � 
3J 5 � �`_ B$CbDdc�H f´h 
 Z\[ � � �b%'���N� ; � � 
�j°%
Cetteformulepermetdedonnerdesinformationssurle terme; �< quandcederniern’estpas
furtif [3, 4]pour la-ditesentinelle.

Onsaitque ] � ; � � 
3Ì ] ���V�q�a
 Q ; O�ÍO�Î �Ï�V�s�a
 , c’estàdireque 5 � �{_aB$C�DkceHEfÐh 
 Z\[ � � �E%&���N� ; � � 
 f� �E%&���½
ij½Ì ;X5 � �{_ B-CEDkceH f+Ñ 
 Zz[ � O)�O)ÎWÒ �b%'���N�q�V�s�a
ij , où Oq�O)Î �	LM���)�q�V�q�a
 est la solution du
syst̀eme �� � O)·OqP Q ���	��
b¸ Q � R � � 
b¸9J!� dans � J �UT ���V�����¸¹J �< sur � J!� �UT ���������¸~��LM�q�a
3JY�

dans
� (10)

Soit l’opérateur w¿ º1 2 � � 
 f�¢ 1 2 � � 
Ó » f�¢ ¸¼�b%'���½
�� (11)

où
¸

estla solutionde(10) avec
¸ÕÔ Ö�J Ó . Le terme �< estfurtif pourla sentinelledéfinieparZ\[ si, et seulementsi, 5 � �`_ B C Ddc�H f´h 
 Z\[ � w �< j³J!�V%

On a �#� t � �#�¹w JI �� B C Ddc�H * , sinonil existerait �� � 1 2 � � 
 et �Ó � 1 2 � � 
 , non
identiquementnuls(théor̀emed’unicité rétrograde),telsquela solutionde�� � O)×OqP Q �U����
 � Q ��R � � 
 � J°� dans � J �UT �A�V�����

� J �Ó sur � JY� �UT �A�V������ ��LM�q�a
?J fØ�� donńeedans
� (12)

vérifie � �b%'���½
�Ùm� . D’où la contradiction,toujoursd’apr̀esle théor̀emed’unicitérétrograde.
Notonsquepour Z\[ J w �< ona 5 � �`_ B C DkceH fÚh 
 Z\[ � w �< j³J 4A4 � �`_ B C DdceH fÚh 
 w �< 4A4 2@ÛJ°� . D’où :

THÉORÈME 1.1. – On consid̀ere le syst̀eme(1), alors la sentinelledéfiniepar Zz[
estdonńeepar ] � ; � � 
9J 5 � �{_aB-CbDdceH�fKh 
 Zz[ � � �b%'���N� ; � � 
Üj B-CbDdceH , où h JÝl^nª��l�lonq
sr , l
estla projectionorthogonalede 1 2 � � 
 sur vect

 utv� �� ,�
)��%&%'%'�)tv� �� 0�
)* . En outre, le “terme de
pollution” �< n’estpasfurtif pour la sentinelledéfiniepar w �< .
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2. Casdestermesmanquantsarbitrair es

Soit,aveclesmêmenotations,le syst̀eme��=� Oq�OqP �	LM����
 Q �U�	��
 � ��LM����
 Q � � � �	LM����
�
3J < ��LM����
 Q ; �< �	LM����
 dans � J �UT ���������� �	LM����
3J°� sur � JY� �UT �A�V������ �	LM�s�a
3J � [ �	L�
 Q �
�� �	L�
 dans
�

(13)

où
< � �< sontdans 132 � � 
 et � [ � �� sontdans 132 � � 
 . On supposequel’observation réaliśee

est: �eÞ | où Þ | estl’indicatricede x . Commepréćedemment,pourunefonction Z\[ donńee
dans1 2 � x T �A�V�����y
 , la sentinelledéfiniepar Z\[ estla fonction

] � ; � � 
3J ¯¾¯ |~}�� [�� ��� � Z\[ ��LM����
 Q²± ��LM����
�
 � ��LM���)� ; � � 
 _ L _ � (14)

où la fonction
± � 1 2 � x T �A�V�����y
 està déterminerdesorteque:� ]� � ] �Ï���q�a
3J!���>ß �� � 1 2 � � 
 (15)

et 4A4 ± 4&4 B-C{Dk|>}�� [�� ��� H minimale
%

(16)

Le syst̀emevérifié par Oq�O)P pour � J ; J!� est��=� O)·OqP Q ���	��
b¸ Q ��R � � 
b¸9J!� dans � J �UT ���V�����¸¹J°�
sur � J!� �UT ���������¸~��LM�q�a
3J �� dans

� (17)

où � estla solutionde(13)avec � J ; J°� . L’hypothèse(H-3) dupremiercasestremplaćee
parunehypoth̀esesimilaire:
(H-3’) : Lesconditionsdu théor̀emedeMizohata[7, 8] sontsatisfaites.
On introduit l’opérateurlinéairet  à1 2 � � 
 ¢ 1 2 � x T �A�V�����y
¸¼�E%&�q�-
 »¢ ¸MÔ ázâ�ã ä`å æuç (18)

où
¸

estla solutionde(17) deconditioninitiale
¸¼�b%'�q�a


. L’opérateur
t

estinjectif, d’apr̀es
le théor̀emedeMizohata,etsonopérateuradjoint

t
n
estdonńepart
n  è1 2 � x T �A�V������
 ¢ 1 2 � � 
é »¢ ê �E%&�s�a
 (19)

où ê estla solutionduprobl̀emeparaboliqueadjoint�� � OqëOqP Q � n ����
 ê Q � R � � 
 ê J é Þ | dans � J �UT ���������ê J°� sur � J°� �UT ���������ê ��LM���½
3J!� dans
� (20)
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où ê �b%'�q�a
 vérifie la condition 5 é ��¸°j B-CbDk|>}�� [�� ��� H J 5ìê �b%'�q�a
)� �� j B$CbDkceH . La condition(15)
équivaut 5®ê �b%'�q�a
)� �� j B-CbDdceH Jí�

, pour tout �� � 1 2 � � 
 , i.e., ê �b%'�q�a
NJ:t
nª� Z\[ Qî± 
ÐÙï�
. Le

probl̀eme(15)-(16)estdoncéquivalentà��ðU
   Trouver
± � 1 2 � x T ���V�����y
 denormeminimaletelle que

t n � Z\[ Qi± 
3Ùm�V%
Notonsque

t n � Z\[ Q�± 
ÐJÅ�
équivaut

±
estdansle sous-espaceaffine (fermé) :

 f½Z\[ * Q� �#� t�
 Â . Le probl̀eme
��ðU


poss̀edeunesolutionunique
±

dans�#� t qui n’estautrequela
projectionorthogonalede f½Z\[ sur �e� t , (cettesolutionn’estpasforcémentatteintepar

t
commedansle premiercas).

2.1. Opérateur de projection et furti vit é

L’application 4A4&4É4&4A4 définiede 1 2 � � 
 dans�^ñ par 4&4A4 � 4&4A4 J 4A4 tv� � 
 4A4 B-C/DG|~}�� [�� ��� H estune
normeet

t
estévidemmentcontinuede

� 1 2 � � 
�� 4&4A4ò4A4&4 
 vers
� 1 2 � x T ���V�����y
�� 4A4z4A4 B-CbDk|>}�� [�� ��� H 
 .

Ondésignerapar ó lecompĺet́ede 1 2 � � 
 pourlanorme 4A4A4ò4A4&4 , par
�t

l’uniqueprolongement
(parcontinuit́e)de

t
à ó et par

�t
n
l’adjoint de

�t
.

Posons
± J �tv� ¸�


. On a 5 ± � ± j B-CbDk|>}�� [�� ��� H J f¾5ôZz[ � ± j B$C�DG|~}�� [�� ��� H pour tout± � �#� t , ce qui équivaut 5 �t ¸M�\�t � j B-C�Dk|>}�� [�� ��� H J fI5¾Z\[ �\�t � j B$CbDG|~}�� [�� ��� H pour tout� � ó . D’où,
�t
nS�t ¸ÜJ f �t Zz[ . D’autrepart,la formebilinéaire:õ  èó T ó ¢ ���¸M� ê 
 »¢ 5 �to¸Õ�V�t ê j B-C�Dk|>}�� [�� ��� H

est continueet définie positive, donc l’opérateur(assocíe)
�t
nz�t

est un isomorphismedeó verssondual ó R . D’où,
± J f �t@���t n �t�
 r , �t n Z\[ où h J �tv�u�t n �t�
 r , �t n

estla projection
cherch́ee.

Le syst̀emevérifiéepar O)�O)Î , pour ; J � JY� , est��=� Oq·OqP Q �½¸ Q ��R � � 
b¸9J �< dans � J �UT ���������¸9J°�
sur � JY� �UT �A�V�����¸¼��LM�q�a
3J°�
dans

� (21)

Soit l’opérateur wö à1 2 � x T �A�V������
 f�¢ 1 2 � x T ����������
é » f�¢ ê Ô ÷ Cbø ázâ�ã ä`å æuç ù (22)

où ê estla solutionde(20).Ona 5KZ\[ Q ± � � �� ; j B-C�Dk|>}�� [�� ��� H J 5 �< � w � Z\[ Q ± 
oj B$C�DG|~}�� [�� ��� H %
Le terme �< est donc furtif pour la sentinelledéfinie par Z\[ si, et seulementsi, 5úZ\[ Q± � Oq�O�Î j B$C�DG|~}�� [�� ��� H JY� , c’està dire 5�Z\[ Q ± � w �< j B$CbDG|~}�� [�� ��� H J!� .

Supposonsque le terme �< est furtif pour les sentinellesdéfiniespar une famille
compl̀etede 1 2 � x T ����������
 , alors w �< � �#� �t . Il existe alors

¸ [ � ó tel que
�t
¸ [ J w �< .

Ainsi, la solutiondusyst̀eme��=� Oq·OqP Q �½¸ Q ��R � � 
b¸9J �< dans � J �UT ���������¸9J°�
sur � JY� �UT �A�V�����¸¼��LM�q�a
3J f ¸ [ �	L�
 dans

� (23)
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estnulle sur x T �A�V����� . Or, la situationintéressanteestlorsquel’observatoire x et le “sup-
port” dutermedepollution �< sontdisjoints.Ondésigneparl’ouvert

�
(
�!ûK� � �ò� x J°�#


le ”support”de �< . Le théor̀emedeMizohata[7, 8] appliqúeà(21)surl’ouvert
��� �

entrâıne
que �< vérifie : � P�� Q � � Q � R � � 
 � J �< �
où � estnullesur

� ��� � 
 T �A�V�����
. D’où

THÉORÈME 2.1. – On consid̀ere le syst̀eme(13). La sentinelledéfiniepar Z\[ est
donńeepar ] � ; � � 
?J 5 � �`_ B C Dk|>}�� [�� ��� H fÐh 
 Z\[ � � �	LM���)� ; � � 
oj B C Dk|>}�� [�� ��� H où h Jü�tv���t
nz�t�
qr , �t
n
estla projectionorthogonalede 1 2 � x T ���V�����y
 sur �#� �t

. Supposonsquele termede“pol-
lution” �< est concentŕe dans

��T �A�V�����
, où

�
est un ouvert de

�
, disjoint de x . Si le

terme �< estfurtif pour lessentinellesdéfiniesunefamille compl̀etede 1 2 � x T ����������
 , alors�< J!� P�� Q � � Q ��R � � 
 � � où � estnulle sur
� ��� � 
 T �A�V�����

.
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