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Résumé. CetteNoteseplacedansle cadredela théoriedessentinelleslessysémes
distribuesdéweloppeeparJd.L. Lions[3, 4]. Larecherchalessentinelleseramenegéréralemeng
un problemedeminimisationsurun sous-espaceffine fermé dansun espaceale Hilbert. En
utilisantcefait, uneautreapprochepourla déterminatiordessentinelleset I’ étudedela furtivité
estpropoge.Cetteapprocheestillustrée surdeuxexemplesd’équationparaboliquescalairenon
linéaire,maiselle peutétrefacilemenigérérali€ead’autressituations.

Remarks on sentinels for distributed systems

Abstract.  Theframavork of this Noteis thetheoryof sentinelsor distributedsystems
introducedby J. L. Lions[3, 4]. Thedeterminatiorof sentinelscanbeusuallyreducedo a
minimizationproblemon an closedandaffine subspac®f a Hilbert space Usingthis fact, another
appmoad to determinesentinelsand studystealthinesss proposed.Thisappoad is illustred on
two nonlinearscalar parabolic equationsput it canbe generlizedeasilyto othersituations.

Abridged English version

e Non arbitrary missingterms

Let 2 bearegularandboundeddomainof R” andconsidertthe parabolicsystem(1), where
A(t) isasecondrderelliptic differentialoperator(t €]0, T[) andf is adifferentiablg(non-
linear) real function. The “missingterms”r;y;, « € {1,..., M}, aresuchthat: {g; }1<i<m
is agivenandlinearly independantamily in L?(€2), and|r;| << 1,for1 < i < M. The
“pollution term” X¢ is suchthat: |A| << 1 andHéHLz(z) < 1. We make the following
hypothesis

(H-1) : Problem(1) hasa uniquesolutionwhichis differentiableaccordingto A andr.
(H-2) : Thesolutiony of (1) is availableonQ att = T, i.e., y(x, T, A, 7) is known.

(H-3) : Theconditionsof the "Backward Uniquenesd heorem”[6, 2] aresatisfiedfor the
operatorZ + A(t) + f'(y) in Qx]0,T[, wherey is the solutionof (1) with A = ; = 0,
1<i< M.



For hq givenin L%(Q2), thesentineldefinedby h, is thefunctionS(A, ), definedby
(2), suchthat(3)-(4) aresatisfied. Then,we have:

THEOREM 0.1. — Considerthe system(1), the sentineldefinedby A, is givenby
S\, 7) =< (idr2) — m)ho, y(., T, A, T) >12(0), Where m = ¢*(y1p*)~ 14 is the orthogo-
nal projectionof L?(Q) onvec{ ®(g,), ..., ®(9ar)} and ® (resp.7) is definedby (7) (resp.
(8)). Moreover, the“pollution term” £ is not stealthyfor the sentineldefinedby A€, whee
A is definedoy (11).

e Arbitrary missingterms

Now, we considerthe system(13), wherethe “missingterm
hypothesigH-2) and(H-3) arereplacedespectiely by
(H-2") : Thesolutiony of (13)is availableon O x]0, T'[, whereO is a subdomairof 2.
(H-3) : The conditionsof Mizohatas theorem[7, 8] are satisfiedfor the operator% +
A(t) + f'(g) in 2x]0, T, wherey is thesolutionof (1) with A =7, = 0,1 < i < M.

For hy givenin L?*(Ox]0,T[), the sentineldefinedby A, is the function S(\, 7),
definedby (14), suchthat(15)-(16)aresatisfied.Then,we have thefollowing result

THEOREM 0.2. — Considerthe system(13), the sentineldefinedby A, is given
by S()\, T) =< (idLZ(Ox]O,T[) — 7T)h,0 , y(x, t, A\, T) >L2£OX]0’TD,~WheE ™= (I)((I)*(I))_ICD*
is the orthogonal projection of L?(Ox]0,T[) on Im ®, and ® is definedin subsection
2.1. Assumehat £ vanisheson (2 \ §)x]0, T[, whee S is a subdomairof Q suc that
SN O = 0. If £ is stealthyfor the sentinelsdefinedby a completefamily of L2(0 x]0, T),
thené = 9,z + Az + f'(7)z, whee z vanishesn (Q \ §)x]0, 7.

” oA

¢ is arbitraryin L2(Q). The

1. Casdestermesmanqguantsnon arbitrair es

Soit 2 un ouvert borré de R”, de frontiere o2 réguliere.On consicerele syseme
parabolique

{ a—?( z,t) + A(t)y(z, t2+ fly(z,t)) = g(z,t) dans Q= Qx]0,T|
y(z,t) = &(z,t) + A(z, 1) sur X =00x]0,T] (1)
y(x,0) = yo(z) + =V i () dans 0

ou:
A(t) désigneun opérateurdifférentielelliptique du deuxemeordre,pourt dans|0, 7'[.
e Lafonction f : R — R estuneapplicationdérivable(nonlinéaire).
e Lafonctiong estdansL?(Q).
e Lesfonctions¢ eté sontdansL?(X).
e Lesfonctionsy, et{4;}, i = 1,2, ..., M sontdansL?(2).
On seplacedansla situationsuivante:
e Lesparanetres) etT = (7;);cq1,..,m3 SONtinconnuset verifient: |\ << 1 et|r;| << 1
pouri € {1,..., M}.
o Lafonctlons§ estinconnueet vérifie : ||§||L2 < L.
o La famille {g;}, ¢ = 1,2,..., M, qui estdonree, estlinéairementindépendantedans
L?(Q).
Leshypotheseqquel’on faitici sontlessuivantes
(H-1) : Le probleme (1) pos®deun solution unique, différentiablepar rapportaux pa-
rametres\ etr.



(H-2) : On disposede la solutiony(z, T, A\, 7) de (1) surtout Q maisa l'instant final T
seulement.

Pourunefonction hy donreedansL?(Q2), la sentinelledéfinie par hy [3, 4] estla
fonction

SO\, 7) = /Q (ho(x) + w(@))y (@, T, \, 7) da )

ol lafonctionw € L?(Q) estadéterminerde manireque:

g—i(o,()) =0, pouri € {1,2,..., M} 3)
et
||w||z2() Minimale (4)
La condition(3) estéquialentea
< ho—i—w,@(.,T,0,0) >=0pouri € {1,2,..., M} (5)

aTi

ou <, > désignee produitscalairedansL?(). Le sysemeveérifié parg—z pourr =X =10
est

u i Aft)u+ f'(u=0 dans Q= Qx]0,T|
uw=0 sur X =00x]0,T] (6)
u(z,0) = g; dans

ou 7 estla solutionde (1) avecT = A = 0. Onfait I'hypothese:

(H-3) : Lesconditionsdutheo®emed’unicitérétrogradd6, 2] sontvérifieespourl’'opérateur
2+ A(1) + ['(y) dans2x]0, 7|,

Onintroduitl'opérateutinéaire

o [%(Q) — L*Q) 7)

U — u(,T)
ou u estla solutionde (6) de conditioninitiale u,. Le theoemed’unicité rétrograde6,
2] montrequel'opérateurd estinjectif. La condition(3) estdoncéquialentea < hy +

w, ®(g;) >= 0, pourtout: € {1,2,..., M}. En posantW = vec{®(y,),..., 2(yum)}, la
condition(3) estequivalenteaw € {—hy} + W. Le probleme(3)-(4) peuts’écrirealors:

Trouverw, denormeminimale dansle sous-espacaffine{—h,} + W+.

Ce probemeposgde évidemmentune solution uniquew dansW = W ; cettesolution
n’estautrequela projectionorthogonalede —hy suriv.

1.1. Opérateur de projection et furti vité
Onécritw = Ef‘il a;®(g;) ol = ()i=1,.. m €StadéterminerSoit'opérateur

U L2Q) — RM

R 8
h — (< h, () >)z’e{1,2,...,M}’ )



dontl'opérateuradjointest

T RM — L*(Q)
Onvérifieaigementgue¥¥*o = —Why etque¥ ¥* estunematrice de M, (R), symétrique

définie positive dont les termessontdonrés par (VU¥*)ij =< &(y;), ®(9;) >, 4,5 €
{1,2,...,M}.Dou

(9)

W= —U*(WU*) 1Why,

etr = U*(UU*)~1¥ estla projectioncherchee.La sentinelledéfinie par 4y estdonc
S\, 7) =< (idr2) — m)ho,y(, T, A\, 7) > .

Cetteformulepermetde donnerdesinformationssurle terme\é quandcederniern’estpas
furtif [3, 4]pour la-dite sentinelle.

OnsaitqueS(), 7) 2~ S(0,0)+123(0,0), c’'estadireque< (idz2(@)—m)ho, y(., T, A, 7)—
(., T) >~ A < (idrq) — H)ho,f—ﬂ(.,T,0,0) >, ou g—i(:p,t,o,o) estla solution du
syseme

Bu +AA(t)u + f'(gu=0 dans @ = 0x]0, T
u=_¢ sur X = 90x]0, T (10)
u(z,0) =0 dans Q

Soitl'opérateur

. 2 2
A LA(Y) — L*Q) (11)
n — u(.,T),
ou v estla solutionde (10) avecu, = 7. Le terme¢ estfurtif pourla sentinelledéfinie par
ho si, etseulemensi, < (idz:(q) — 7)ho, AE >= 0.
Onalm® N ImA = {0.2q)}, sinonil existeraity € L?(Q) et/ € L*(X), non
identiguemenhuls (theoemed’unicité rétrograde)telsquela solutionde

%+ A(t)2+ ['(5)z=0 dans Q = x)0. 7
z=1 sur X = 00x]0,T] (12)
2(x,0) = — donreedans (2

veérifiez(., T) = 0. D’oula contradictiontoujoursd’apresle theoemed'unicité rétrograde.
Notonsgquepourhg = A¢ ona< (idgzy — m)ho, AE >= ||(idg2q) — T)AE||? # 0. D'oU :

THEOREME 1.1. — On consickre le syseme(1), alors la sentinelledéfiniepar h,
estdonreepar S(A,7) =< (id2@q) — mho, y(-, T, A\, T) >r2q), OU T = *(Yp*) "1
estla projectionorthogonalede L?(Q2) survecf ®(4,), ..., ®(9ar) }- Enoutre, le “terme de
pollution” € n’estpasfurtif pour la sentinelledéfiniepar A<.



2. Casdestermesmanquantsarbitrair es
Soit, aveclesmémenotations)e syseme

{;;x,w Ay(z,t) + f(y(@, 1) = E(z,t) + M(z,t) dans Q = Qx]0,T]
y(z,t) =0 sur X = 90x]0,T]
y(z,0) = yo(z) + 19(x) dans €

(13)

oug, € sontdansZ?(Q) ety,, § sontdansL?(€2). On supposeguel'obsenation réalie
est: yxo ol xo estl'indicatricede©. Commeprécdemmentpourunefonctionhg donrée
dansL?(0x]0,T]), la sentinelledéfinie par hy estla fonction

SO\ 1) = / /O - (holat) + (@ )y(a, A dads (14)

ou lafonctionw € L?(Ox]0,T|) estadéterminerde sorteque:

g—SS(o 0) =0, V§ € L*(Q) (15)

et
Hw| |L2((9><]0,T[) minimale (16)

Le sysemeveérifié par pourr = A =0 est

u=0 sur X =00x]0,T] (17)

St Au+f'(@u=0 dans Q =Qx]0,T]
u(r,0) =79 dans Q

ouy estlasolutionde(13)avecT = A = 0. L'hypothese(H-3) du premiercasestrempla&e
parunehypothesesimilaire:

(H-3’) : Lesconditionsdu théoemede Mizohata[7, 8] sontsatishites.
Onintroduitl'opérateudinéaire

d: L) — L*(0x]0,T)

18
u(.,0) — U071 (18)

ou u estla solutionde (17) de conditioninitiale u(., 0). L'opérateur® estinjectif, d’'apres
le theoemede Mizohata,et sonopérateuradjoint®* estdonre par

o . L2(0x]0,T)) — L*(Q)

6 > v(.,0) (19)
ou v estla solutiondu problemeparaboliqueadjoint
B+ A (v + f'(Gv =0xo dans Q= x]0,T]
v=0 sur X =0900x]0,T]| (20)
v(z,T)=0 dans 2



ou v(.,0) vérifie la condition< 0,u >120xjo,r ( 0),9 >r2(q). La condition(15)
équivaut< v(.,0), 9§ >r2= 0, pourtouty € ( ) e, v(.,0) = ®*(hy + w) = 0. Le
probleme(15)-(16)estdoncéquivalenta

(P) : Trouverw € L*(Ox]0,T[) denormeminimaletelle que®*(hy + w) = 0.

Notonsque®*(hy + w) = 0 équivautw estdansle sous-espacaffine (fermé): {—ho} +
(Im®)L. Le probeme(P) posedeunesolutionuniquew dansIm® qui n’estautrequela
projectionorthogonalede —hy surIm®, (cettesolutionn’estpasforcementatteintepar ®
commedansle premiercas).

2.1. Opérateur de projection et furti vité

L'application|| ||| définiede () dansR* par|[[y||| = [|®(y)|]2(0x 07y €StUne
normeet® estévidemmentontinuede (L?(%), ||| [[[) vers(L*(Ox]0, T), || |[z2oxjo,rp)-
OndeésigneraarF le compktede L*(2) pourlanormel|| |||, par® I'uniqueprolongement
(parcontinui©)de® a F etpar®* I'adjoint de ®.

Posongs = ®(7). Ona < w,w >r20xjor)= — < ho, w >p20xjo,r)) POUrtout
w € Im®, cequi équvaut< du, dy > oxpr)= — < ho, Dy > r2(0x0,)) POUrtout

y € F.Dou, d*dy = —dh,. D'autre part,la formebilinéaire:

b: FxF — R
(U, ’U) = < Qu,dv > 12(0x]0,77])

estcontinueet définie positive, donc I'opérateur(assoae) gI)*gI) estun isomorphismede
F verssondual F'. D'ol, @ = —®(®*®) 'd*h; ol m = &(d*®) 1d* estla projection
cherclee.

Le systameverlfleepar , pourA =7 =0, est

w=0 sur £ =00x]0, T (21)
u(z,0) =0 dans

Soitl'opérateur

A L*0Ox]0,T)) — L*Ox]0,T[)

0 N (22)

YlL2ox10,11)

N : 0 A
ou v estlasolutionde(20).0Ona< hy+w, a—ij\ > oxjor)=< &, Aho+W) > r20x]o,1]) -

Le termef estdoncfurtif pour la sentinelledéfinie par h, si, et seulemensi, < hy +
w, m > 20x]o,rp= 0, c'estadire < hy +w A5 > 2 (oxjo,rp= 0.

Supposongjue le termeé estfurtif pour les sentinellesdéfinies par une famille
compktede L2(0x]0,T|), alorsAE € Im®. Il existealorsu, € F tel que du, = AE.
Ainsi, la solutiondu syseme

Bt Au+ f'(glu=£& dans Q = Qx]0,T|
uw=0 sur X =00x]0,T] (23)
U(l', O) = —’U,O((L‘) danS Q



estnulle sur©x]0, 7. Or, la situationintéressantestlorsquel’obsenatoire O etle “sup-
port” dutermedepollutioné sontdisjoints.Ondésigneparl’ouvertS (S € 2, SNO = ()
le "support”deé. Le theomedeMizohata[7, 8] appligiea(21)surl’ouvertQ\ S entrdne
queé verifie:

A

Oz + Az + f'(M)z =&,

ou z estnullesur (2 \ §)x]0, T[. D’ol

THEOREME 2.1. — On consicere le syseme(13). La sentinelledéfinie par hq est
donréepar S(\, 7) =< (isz(Ox]O,T[)_ﬂ')hO Yzt A, 7:) > 12(0x]0,T]) our = (I)((I)*(I))_lq)*
estla projectionorthogonalede L?(Ox]0, T'[) sur Im ®. Supposonguele termede“pol-
lution” ¢ est concenté dans Sx]0, 7], ol S estun ouvertde ©, disjoint de ©. Si le
termeé estfurtif pour les sentinellesiéfiniesunefamille compktede L2(0'x]0, T7), alors
£ =8z + Az + f'(5)z, ol z estnulle sur (2 \ §)x]0, T7.
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