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Equations différentielles et familles bien nées de
courbes planes.*

Rachid Bebbouchif Eric Benoit?
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Introduction

Ce travail répond & une question posée par G. REEB en aotat 1980. Il s’agit
de savoir si les solutions d’une équation différentielle ordinaire du premier ordre
peuvent toujours étre décrites a ’aide d’une famille & un paramétre de fonctions.
On verra que ce probléme est intéressant quand ’équation a un défaut d’unicité
important, c¢’est-a-dire quand elle a beaucoup de points de branchement.

Dans le paragraphe 1, on définira les familles & un paramétre & considérer.
Dans le paragraphe 2, on énoncera les résultats principaux, et on tentera d’expli-
quer les problémes qui peuvent apparaitre. Dans le paragraphe 3, on démontrera
que toute famille bien née décrit ’ensemble des solutions d’une équation, et dans
les deux paragraphes suivants, on démontrera que I’ensemble des solutions d’une
équation est décrit par une famille bien née, tout d’abord dans le cas particulier
des équations bornées (paragraphe 4), puis dans le cas général des équations
complétes (paragraphe 5).

Bien que le résultat soit standard, nous en donnerons une démonstration
non standard (voir [DR89] pour une introduction & I’analyse non standard).
En effet, nous remplacerons les solutions d’une équation différentielle par les
fonctions affines par morceaux produites par I’algorithme d’Euler, et le cadre non
standard permet de prendre un pas ¢ infiniment petit fixé une fois pour toutes.
Le choix (bien évidemment non contructif) de £ permet de remplacer Iutilisation
de l'axiome du choix qui serait sans doute inévitable dans une démonstration
classique.

On a regroupé dans le paragraphe 6 quelques résultats indispensables de
topologie non standard.

*Ce travail a été élaboré grace au soutien de ’accord-programme CMEP "Méthodes asymp-
totiques" 00MDU484.

fUSTHB, ALGER, email : rbebbouchi@hotmail.com

fLaboratoire de mathématiques, Université de la Rochelle, avenue Michel Crépeau, 17042
LA ROCHELLE, email : ebenoit@Quniv-lr.fr



1 Famille bien née de courbes planes

Définition 1 On appelle famille bien née de courbes planes une famille de
courbes définie par l’équation y = (A, ), o \ est un paramétre réel, et telle
que

i. @ est continue sur R?,
ii. Pour x fixé, Uapplication X\ — p(\, x) est croissante (en général non stric-
tement).
iii. Si pour tout =, on a (A, x) = p(u, ), alors X\ = p.
. Pour tout x fizé dans R, la fonction X — (A, x) est surjective.

v. La dérivée partielle g—‘; est définie et continue sur R?.

Cette définition appelle trois remarques :

Remarques

1. Par tout point du plan passe au moins une courbe de la famille (consé-
quence de w ).

2. Si deux courbes de la famille passent par un méme point, elles y ont méme
tangente (corollaire de la condition 4 et de la dérivabilité : si deux courbes
de paramétres A\; et Ay, avec A\; < Ag, se rencontrent en un point, ce point
réalise un minimum de la fonction (A2, x) — p(A1,x)).

3. Il sera parfois commode de considérer I'application ¢ : R — C, ou C
est I’ensemble des fonctions continues sur R, muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact, et de ’ordre partiel naturel. Cet
ensemble est étudié dans le paragraphe 6. L’application ¢ associe & tout
A réel la fonction z — ¢(\, z). Elle est continue, strictement croissante.

Définition 2 On appelle enveloppe d’une famille bien née de courbes planes
une courbe tangente en chacun de ses points a une courbe de la famille passant
par ce point.

En particulier, toute courbe de la famille est une enveloppe. Remarquons
que, bien que les éléments de la famille bien née soient tous définis sur R, il
se peut qu’une enveloppe ait une asymptote verticale (un exemple sera donné
plus loin) : le caractére complet (au sens des champs de vecteurs) de la famille
©(\, ) ne se transmet pas nécessairement aux enveloppes.

2 Reésultats et commentaires

2.1 Résultats

Les deux théorémes que nous allons démontrer dans les paragraphes 3 4 5
sont les suivants :

Théoréme 1 Les enveloppes d’une famille bien née constituent la totalité des
solutions d’une équation différentielle y' = ¥ (x,y) ot ¢ est continue.



Théoréme 2 Soit 1) une fonction continue de R?> dans R. On suppose que
toutes les solutions de léquation différentielle y' = v (x,y) sont prolongeables
sur R tout entier. Alors il existe une famille bien née de solutions de l’équation
et le théoréme 1 s’applique.

Le premier théoréme n’est ni surprenant, ni trés difficile; c¢’est le second qui
est ’'objet essentiel de ce papier.

Avant de démontrer les théorémes, nous allons donner quelques exemples
pour comprendre les problémes qui peuvent se présenter :

2.2 Non unicité de la famille

La famille bien née dont le théoréme 2 assure ’existence n’est, en général,
pas unique. Voici un exemple :

Pour ’équation différentielle 4 = 3y2/3 (voir [Cau81] ), on trouve facilement
deux familles bien nées différentes : p(X,z) = (z + A)?, et, si a et b désignent
deux constantes telles que a < b, la famille :

(z+X—a)® si xz<a-A
e\ ) = 0 si a—A<z<b-A\ (1)
(x+A=0b)3 si b-A<=z

2.3 Complétude de la famille ou de I’équation ?

Dans certains cas, une équation, méme obtenue & partir d’une famille bien
née, peut avoir des solutions ayant des singularités mobiles. En effet, une famille
bien née peut avoir des enveloppes non définies sur R tout entier. Dans cette
situation, les hypothéses du théoréme 2 ne sont pas vérifiées. Les situations o
le théoréme 1 s’applique sont donc un peu plus générales que celles du théoréme
2. Donnons un exemple : soit

32%u—3zp® + 4+ 3z oh 3(x — p)?
h 5 == . O _— = —.
() 322 + 1 B e T 32t
Cette fonction est choisie pour les propriétés suivantes :
Oh Oh
@ZO, @:Oﬁ.%:,u, h(—l,.’L’):—l et h(l,.’l)’):].

C’est donc une famille croissante & un paramétre y € ]—1,1[ remplissant la
bande —1 < h < 1, et ayant une enveloppe d’équation paramétrique z = pu,
h = ”?fﬁzif), définie pour pu € ]—1,1[. Pour transformer cette famille en une
famille bien née, il suffit de faire un changement de variable et de paramétre

pour remplacer h € ]—1,1[ par ¢ € R. On pose :

e\, z) = tan (gh(%arctan/\,x))

Cette famille bien née a pour enveloppe la courbe

N EEICET)
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Figure 1 — Une famille bien née ayant une enveloppe définie seulement sur |—1, 1.

définie seulement pour z € |—1, 1. Cette enveloppe est aussi une solution maxi-
male de I’équation différentielle correspondante :

!

y:

2
3(1+19?) (77 — 75 (2arctany — 3z + 622 arctany — 723) 3 + w22 — 4z arctan y)

2(322+1)

obtenue par élimination de y, comme dans la preuve du théoréme 1.

2.4 Contre-exemple avec une équation non compléte

Pour comprendre pourquoi le théoréme 2 exige ’hypothése de complétude,
considérons I’exemple suivant :

d(z,y) = —2zy> .

Les solutions non prolongeables de I’équation y' = ¢(x,y) sont les fonctions

1/(x2=C) pour C>0 et —/C<z<V/C
0

1/(z*-C) pour C<0

1/(z>—C) pour C>0 et z<—V/C

1/(z2=C) pour C>0 et z>+C .

L’ensemble de ces solutions est homéomorphe & un Y c’est-a-dire le quotient
de la réunion de deux exemplaires disjoints de R par la relation d’équivalence
consistant & identifier les réels strictement négatifs des deux exemplaires. C’est
une variété non séparée, avec un point de branchement : les 0 des deux exem-
plaires de R qui correspondent aux solutions y = 1/z? o z < 0, et y = 1/2? ou
x > 0. Il n’est donc pas possible de décrire cet ensemble & I’aide d’une famille &
un paramétre croissante qui, elle, est un espace topologique homéomorphe a R.



Figure 2 — Une équation non compléte impossible & décrire par une famille bien
née.

3 Preuve du théoréme 1

Soit y = ¢(\, z) la famille bien née. On va construire explicitement 1’équation
y' =¥ (z,y) par une élimination de A dans le sytéme

{ y = ¢\z)

y = F(\z)

Pour faire cela, introduisons I'application p, définie sur R? et a valeurs dans
I’ensemble des parties de R, par

wz,y) ={ eR , y=op\2)}

Pour ’exemple (1), on voit que

{y!®—z+a} s y<O
wz,y) =< la—=2,b—a st y=0
{y'® —z+b} si y>0 .

La condition v de la définition 1 entraine que, pour tout (z,y), 'ensemble u(zx, y)
est non vide. Les conditions ¢ et 4 montrent que u(z,y) est un intervalle fermé.
De plus, d’aprés la remarque 2 du paragraphe 1, la valeur de g—‘; (X, x) est laméme
pour tous les \ appartenant & u(z,y). On note ¥ (z,y) cette valeur commune.
L’application % est le résultat de ’élimination ; comme elle est déterminée par
un procédé constructif a partir d’objets standard, elle est elle-méme standard.
Par construction, elle vérifie

c=Uy) = W y=e(ha) e 2= P(a)

Montrons que % est continue*. Comme toutes les données du probléme peuvent
étre considérées comme standard, il suffit de montrer que v est S-continue. Soit

*On donne ici une démonstration non standard élémentaire de la continuité. Une démons-
tration classique utiliserait la semi-continuité de ’application u.



(z0,yo) un point standard de R? et (z,y) un point infiniment voisin de (o, yo)-
Tl existe Ag et A tels que yo = (Ao, o) et y = p(A, x). Par transfert, la valeur de
Ao peut étre choisie standard. Le probléme est que X\ et Ay n’ont aucune raison
d’étre infiniment voisins. Supposons pour l'instant, que A est presque standard.
Alors, par continuité de ¢, on a

y= 90()‘7'1') = LP( o/\axo) et Y=Y = ‘P()‘Oaxo)

En conséquence les deux nombres standard ¢(°A,zo) et ¢(Aog,Zo) sont égaux,
et avec la remarque 2 ci-dessus, on a

92 (o, w0) = 22 (%o, z0)

oz ~ oz
La continuité de g—‘; permet de conclure :
0 Op , . 0
bla,y) = 5o a) = FE(Nz0) = 52 (o, 20) = (0, 00)

Il nous reste & montrer que le cas ot A est infiniment grand est impossible. Par
I’absurde, supposons A supérieur & tout réel standard . On a alors

Yo =y = @(A,x) > o, ) ~ p(u, o)

Or p — p(u, zo) est une application standard croissante et surjective, donc pour
un p standard suffisamment grand, la valeur de ¢(u, zo) dépasse n’importe quel
standard, en particulier yo + 1, ce qui est absurde.

4 Preuve du théoréme 2 : le cas borné

On suppose dans tout ce paragraphe qu'il existe un réel M tel que | (z,y)| <
M pour tous z et y.

Dans le cas ou l’équation satisfait la propriété d’unicité des trajectoires,
le théoréme est trivial, mais si les points de non unicité forment un ensemble
assez gros, la difficulté apparait. Une démonstration classique n’éviterait sans
doute pas l'usage de ’axiome du choix, pour choisir certaines des solutions (et
pas toutes) afin de constituer la famille bien née. Remarquons que le caractére
constructif de la preuve ci-dessous ne doit pas faire illusion : elle passe par la
donnée d’un infinitésimal e, opération non constructive par excellence.

Si les points de non unicité (ou points de Peano) se comportent comme ceux
de l’équation y' = |y|®, 0 < s < 1, on sait que la fonction affine par morceaux ob-
tenue par I'algorithme d’Euler de pas ¢, de condition initiale € exp(—exp(% In %)),
admet pour ombre la solution qui s’annule jusqu’au point p et décolle ensuite
(voir [Beb85]). On a ainsi, au moins pour cet exemple, une famille bien née de
quasi-solutions, indexée par la condition initiale. C’est 14 ’idée essentielle de la
démonstration qui suit.

Remarquons que I’algorithme d’Euler est ’argument principal de la démons-
tration de l'existence des solutions d’une équation différentielle continue (de
méme que les solutions e-approchées de H. Cartan). Dans la suite, nous serons
obligés de modifier cet algorithme pour éviter que les pointillés ne se croisent.



Soit € un réel infinitésimal positif fixé une fois pour toutes. A chaque condi-
tion initiale yo, on associe la suite (y,), .7 obtenue par un algorithme d’Euler
modifié :

Ynt1 = sup(y+eg(ne,y)) n>0
Y<yn

Yn-1 = sup(y—ep(ne,y)) n<0 .
Y<yn

Notation On notera C l’espace des fonctions continues de R dans R muni de
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Notation On notera L le sous-espace de C constitué des fonctions M -lip-
schitziennes sur R, ot M est le majorant de .

Notons P(yo) la fonction affine par morceaux interpolant les points (ne, y,)
pour n € Z. On obtient ainsi une application P définie sur R , & valeurs dans
Iespace C. Le lemme ci-dessous décrit cette application.

Lemme 4.1 L’application P vérifie les propriétés suivantes :
i. L’application P est a valeurs dans L.

ii. Soit n tel que ne soit limité. Alors P(yo)(ne) est limité si et seulement si
Yo est limité.

iti. Pour tout yo limité, la fonction P(yo) a une ombre qui est une solution de
Déquation différentielle.

1. L’application P est strictement croissante.
v. L’application P est continue.
vi. Pour tout n, la fonction qui a yo associe P(yo)(ne) est surjective.

Preuve Elle n’est donnée que pour n > 0; une symétrie facile permet de faire
le méme travail pour n < 0.

i. Comme 1 est bornée, on a, pour tout y < y,, 'inégalité
y+ep(ne,y) <yn+eM,

d’ott Yyp+1 < yn + eM. Pour la minoration, on a
Ynt1 > Yn +EV(NE, Yn) > yYn — M.

Finalement, |yp+1 — yn| < eM et |y, — yp| < M(ge — pe) et I'application
P(yo) est M-lipschitzienne pour tout yo.
it. C’est une conséquence immédiate de I'inégalité |P(yo)(ne) — yo| < neM.
iii. Tout d’abord, P(ye)(0) = yo est limité, et la fonction P(yg) est M-
lipschitzienne. Elle a donc une ombre M-lipschitzienne.

De plus, une estimation de y,+1 — y, plus précise que ci-dessus donne :
pour tout y infiniment proche de y,, et inférieur a y,, on a (¢ désigne un
réel infinitésimal) :

y+ed(ne,y) < yn +e(@(ne, yn) +9) .
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Vi

Pour tout y inférieur & y, mais non infiniment proche de y,, on a

y+ep(ne,y) =y+¢ <yn+e(ne yn)

On en déduit : y —y
% $ ¢(n57 yn)

D’autre part, yp+1 > yn +e(ne,y,). On a donc pour finir :

- e, )

Les accroissements y,, 11 — y,, vérifient la condition indiquant que ’ombre
de (y,,) est une solution de I’équation différentielle [DR89].

Il est évident que y, < 2, implique y,4+1 < 2np4+1- Donc P est croissante.
De plus P est évidemment injective, puisque P(y0)(0) = yo- Elle est donc
strictement croissante.

Remarquons ici que la modification de Ialgorithme d’Euler est vraiment
nécessaire pour préserver la monotonie. Ainsi, par exemple, pour I’équa-
tion y' = 3|y|?/3, I’algorithme original d’Euler, sans le sup, ne conserve pas
la monotonie : pour yo = 0, il donnerait y; = 0 alors que pour yo = —8¢>
il donnerait y; = 4e3. On remarquera que, toujours pour cet cet exemple,
l’algorithme modifié choisit la plus grande des solutions passant par le
point donné, mais ce n’est pas le cas pour des équations plus générales.
(Ce choix de la solution la plus grande serait en contradiction avec les
propriétés de continuité du lemme 4.1.v).

L’introduction de cette borne supérieure dans l’algorithme est la raison
principale pour laquelle nous avons di supposer que ¥ est bornée. En effet,
il se peut, si ¥ n’est pas bornée, que la borne supérieure soit atteinte pour
des y infiniment grands négatifs, ou méme qu’elle soit infinie. Par exemple,
pour l’équation y’' = y2 cosy, dont toutes les solutions sont définies sur R
tout entier, la construction de la suite y,, donne toujours y; = 400 car,
pour y = —2km infiniment grand négatif inférieur & —% au moins, on
obtient y + et(y) = y + ey? qui est infiniment grand positif.

Pour tout n, ’application qui & y,, associe y,+1 est continue. Donc, par
composition, ’application qui & yq associe y,, est continue, méme si ne est
non limité. Donc, pour tout N (que Ne soit limité ou non), la fonction
qui & yo associe la restriction de la fonction affine par morceaux P(yg) a
[0, Ne] est continue pour la norme uniforme. La fonction P est donc bien
continue, de R vers I’ensemble des fonctions réelles continues muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Cependant, la fonction P n’est pas toujours S-continue : il se peut (quand
il y a des points de non unicité) que deux valeurs infiniment voisines de
yo donnent deux fonctions n’ayant pas méme ombre.

La fonction qui & yo associe P(yo)(ne) est continue, et |P(yo)(ne) — yo| <
neM donc la limite de P(yo)(ne) quand yo tend vers oo est respective-
ment +00.

|
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En conclusion, les ombres des lignes P(yq) forment déja une famille croissante
de solutions ; cependant, yo ne peut pas servir de paramétre pour cette famille,
a cause du défaut de S-continuité. On va donc reparamétrer cette famille :

Notation Notons F l’ensemble image de lapplication P, et °F son ombre
(voir paragraphe 6 definition 6).

Le probléme est donc de décrire °F par une paramétrisation raisonnable.
Dans ce but, on va étudier plus précisément ’ensemble °F.

Lemme 4.2 Propriétés de °F :
i. °F est inclus dans L.
#1. °F est totalement ordonné, non vide.
11 °F est connexe.
iv. Les éléments de °F sont des solutions de léquation y' = ¢ (z,vy).

v. Tout point du plan appartient au graphe d’au moins un élément de °F.

Preuve 1. La majoration de Lipschitz se transmet sans difficulté a I’ombre,
L est fermé dans C.

1. L’ensemble F est 'image de R par ’application P qui est strictement crois-
sante, c’est donc un sous-ensemble de C totalement ordonné. Son ombre
est donc aussi totalement ordonnée (voir lemme 6.7). De plus, F contient
des éléments presque standard ; son ombre est donc non vide.

15. L’ensemble F est 'image de R par ’application continue P, il est donc
connexe. De plus, il s’écrit comme la réunion emboitée des P([—yo, yo])-
La propriété 4.1.ii1 indique que, pour yo limité, ’ensemble satisfait les
hypothéses du lemme 6.3. Donc °P([—yo,yo0]) est connexe.
Si °F était non connexe, une partition en deux fermés (standard) disjoints
non vides donnerait une partition en deux fermés disjoints de °P([—yo, ¥o])-
Pour yg limité suffisamment grand, ces fermés seraient non vides.

w. Pour les éléments standard, c’est une conséquence du lemme 4.1.74; pour
les éléments non standard, on obtient la propriété par transfert.

v. Par transfert, il suffit de prouver la propriété pour des points standard.
Soit (z,y) un point standard du plan. Soit n tel que ne ~ z. Grace i la
propriété 4.1.vi, il existe yo tel que P(yo)(ne) = y. L’ombre de P(yo) passe
alors par le point (z,y). .

Ces propriétés de °F vont nous permettre de construire un homéomorphisme
de °F sur R qui donnera la paramétrisation attendue.

Soit K une fonction standard, continue, strictement positive, telle que 2K (x)
soit intégrable sur R. On peut, par exemple, choisir K (z) = exp(—x?). Soit I
I’application définie sur £ par

I(u) = [ Y K(2)u(z)ds



11

Cette fonction I est bien définie sur tout £ gréace & la condition d’intégrabilité.
Elle est standard, strictement croissante et continue (appliquer le théoréme de
convergence dominée : si une suite u, de £ converge uniformément sur tout
compact vers u, elle est dominée par |[u(0)| + 1+ M|t|).

La restriction de I & °F est donc une application strictement croissante,
continue. Le lemme 6.8 montre que c¢’est un homéomorphisme sur son image. De
plus, I(°F) est un ensemble standard connexe contenant des infiniment grands
positifs et négatifs. Donc c’est R tout entier, et I’hnoméomorphisme réciproque
est la famille bien née cherchée.

5 Preuve du théoréme 2 : le cas général

L’hypothése de complétude de 1’équation y' = 9 (z,y) sera utilisée pour
définir la solution la plus grande passant par une condition initiale donnée. Plus
précisément : soit S 'ensemble des solutions de I’équation y' = ¥(z,y), définies
sur R tout entier. Pour o, yo donnés, définissons la fonction yz27 - par

Yzomo(®) = sup  y(x)
yES, y(zo)=y0
Il est facile de voir que y;®7  est une solution de ’équation différentielle, et
donc (hypothése du théoréme) qu’elle est définie sur R tout entier. On définit

de méme y;“()igo en remplagant le sup par un inf.

Venons-en & l'idée de base de la démonstration : soit w un infiniment grand
positif. Notons 9, la fonction définie par

w st Yx,y) 2w
Yolz,y) = ¢ Y(@y)  si [Ylz,y)) < w
—Ww si ¢($7 y) < —w

Remarquons qu’en tout point limité du plan, les fonctions v, et ¥ coincident.
Par transfert, le théoréme 2 peut s’appliquer & I’équation différentielle non stan-
dard v, car celle-ci est une fonction bornée. On obtient donc une famille bien
née (non standard) ¢,. Le but de la démonstration qui suit est de fabriquer
l’ombre (en un sens & préciser) de cette famille, pour construire une famille bien
née standard de ’équation y' = ¥ (z,y). Le principe de cette reconstruction est a
peu prés le méme que dans le paragraphe précédent, les fonctions ¢, (A) jouant
ici le role des fonctions affines par morceaux.

La famille ¢, est une fonction définie sur R, & valeurs dans C, continue, stric-
tement croissante, "surjective" au sens suivant : tout point du plan appartient
au graphe d’au moins un ¢, ().

Lemme 5.1 Le sous-ensemble de C défini par F = ¢, (R) a les propriétés
suvantes :

i. L’ordre sur F est total.

7. F est conneze.

iii. @, ()\) est presque standard et de classe S* si et seulement si il existe xo
limité avec @, (A, xg) limité.
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Preuve 1. L’ordre sur F est induit par 'ordre de R.
ii. JF est I'image d’un connexe par une application continue.

it1. L’implication directe est triviale. Inversement, si yo = ¢, (A, Zo) est limité,
la fonction ¢, (A) est une solution de y' = 1, (z,y), passant par le point
(20,90). Tant qu’elle est limitée, c’est une solution de y' = ¥(z,y). Elle
reste piégée entre les fonctions y;‘gzo et Yy o> AU moins pour les valeurs
limitées de la variable. Elle est donc limitée sur les limités. Comme 1, (, y)
est limitée pour tout (z,y) limité, la fonction ¢, (\) est de classe S*, elle

est presque standard dans C.
|

Pour remplacer ’espace £ des fonctions globalement lipschitziennes du pa-
ragraphe précédent, on va construire un nouveau sous-ensemble standard de C,
noté Lx. Dans ce but, on va définir une fonction K, et Li sera ’espace des
fonctions réelles continues u telles que Kwu soit intégrable. La fonction K va étre
choisie par un procédé diagonal afin que toutes les fonctions qui nous intéressent
appartiennent & L.

Posons maintenant

k(z) = max{ sup [ygf(&)], sup [yg", (€)[}
jel<le| el<le|

Les sup de cette formule sont bien définis car pour chacun d’eux, il s’agit du
sup d’une fonction continue sur un compact. La fonction k est standard, paire,
croissante sur RT. L’intérét de cette définition est :

VyeS Vo eR , |z|>|y(0)] = ly(z)| < k(z)
On définit maintenant le noyau K a utiliser par :

1 e
K(.’L’) = W@

C’est une fonction standard, strictement positive, paire, décroissante pour x > Q.
Gréace au mode de construction de K, ’espace Lk contient toutes les solutions
de I’équation différentielle y' = v (x,y) ; il contient aussi toutes les solutions de
I’équation différentielle y' = 1), (x,y), car ces derniéres sont w-lipschitziennes et

|K(x)| < e

Lemme 5.2 Propriétés de °F :
i. °F est totalement ordonné, non vide, connexe.
ii. Les éléments de °F sont des solutions de l’équation y' = ¥ (z,y).
1. °F est inclus dans Lk .
w. Tout point du plan appartient au graphe d’au moins un élément de °F.

Preuve i. La preuve est identique & celle de 4.2.4i et 4.2.44.

1. Pour les éléments standard, c’est une conséquence de la construction, et
pour les éléments non standard, on obtient la propriété par transfert.
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i7i. Les éléments de °F sont des solutions de I’équation différentielle, donc des
éléments de L.

. Par transfert, il suffit de prouver la propriété pour des points standard.
Soit (x,y) un point standard de R?. Il existe A tel que (z,y) appartienne
au graphe de @, (\) (car @, est une famille bien née). La fonction ¢, (A)
est de classe S (lemme 5.1.4i5). Son ombre appartient & °F et a un graphe
contenant le point (z,y). .

Soit, I ’application définie sur Lx par
oo
I(uw) = / K(z)u(z)dr .
—00

Cette fonction I est bien définie sur tout Lx grace & la condition d’intégrabilité.
Elle est standard, strictement croissante.

La restriction de I & °F est donc une application strictement croissante. Elle
est aussi continue (il suffit de vérifier que lim I (u,) = I(lim(u,)) pour les suites
standard croissantes, et ceci est vrai avec le théoréme de convergence monotone).
Le lemme 6.8 montre que c’est un homéomorphisme sur son image. De plus,
I(°F) est un ensemble standard connexe contenant des infiniment grands positifs
et négatifs. Donc c’est R tout entier, et ’homéomorphisme réciproque est la
famille bien née cherchée.

6 Annexe : topologie non standard

Le but de ce paragraphe est I’étude de I’espace topologique C des fonctions
continues sur R, muni de sa relation d’ordre et de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact. Sa topologie est définie par une famille naturelle de
semi-normes,

|lzllx = sup |2(t)]
[t]<k

Cette topologie est métrisable (voir [Cho92]) : elle est donnée par exemple par
la distance
d(z,y) = > 27"min{l, sup [z(t)—y(t)[}
n<i te[—n,n]

On ¢s’intéressera surtout aux parties totalement ordonnées de C. L’étude sera
faite par des méthodes non standard, le premier paragraphe étant directement
inspiré de [DR89]. Les lemmes ci-dessous sont trés généraux.

6.1 Lemmes de topologie

Pour une étude plus détaillée, voir [Sar95].

Notation L’ensemble des voisinages ouverts de x dans un espace topologique
E sera noté V(z).
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Définition 3 Dans un espace topologique (standard), pour tout x standard, le
halo de x, noté hal(x) désigne l’intersection de tous les voisinages ouverts stan-
dard de x. C’est un ensemble externe.

Quand ’espace est métrique, c’est aussi I’ensemble externe des y tels que d(x,y) ~
0. Il ne contient qu’un seul point standard, le point z lui-méme.

Dans l'espace C, le halo de x est ’ensemble des fonctions réelles continues y
telles que pour tout ¢ limité, y(t) — z(¢) est infinitésimal. C’est aussi ’ensemble
des fonctions y ayant x pour ombre.

Lemme 6.1 Un espace topologique est séparé si et seulement si les halos de
deux points standard distincts quelconques ont une intersection vide.

Preuve Soient z et y standard tels que hal(z) Nhal(y) contienne un point z.

Alors, pour tout voisinage standard U de z et tout voisinage standard V' de y,

le point z appartient A UNV,d'oat UNV # 0 et E est non séparé.
Réciproquement, si E est non séparé,

dreE IyeE VYUeV(E VYWeVy FelnV
Par transfert, ceci implique
F'reE FyeE VUeV@) VWVeVy FrelnV

L’axiome d’idéalisation produit alors un z (non standard) appartenant 8 UNV
pour tous U et V standard, donc appartenant aux deux halos. |

Définition 4 Dans un espace topologique séparé, la partie standard d’un élé-
ment x, notée °x est (quand il existe) 'unique élément standard tel que x €
hal( °z).

Dans l’espace C, la partie standard d’une fonction est, quand elle existe, son
ombre (voir [DR89]).

Définition 5 Un élément x d’un espace topologique est dit presque standard
s’il existe un élément standard y tel que x € hal(y).

Définition 6 Si A est un sous-ensemble d’un espace topologique E, 'ombre de
A, notée °A est l'unique sous-ensemble standard de E caractérisé par

VreE z€°A < Anhal(z)#0 .

Les deux lemmes qui suivent sont trés classiques en topologie métrique et
analyse non standard.

Lemme 6.2 Dans un espace topologique, l’ombre de toute partie interne A est
fermée.



15

Preuve On trouvera dans [DR89] une preuve dans le cas métrique. Voici une
preuve "topologique" :

Soit y un point (non standard) de °A. On suppose que z est un point standard
tel que y € hal(z) et on veut montrer que z € °A. Les données s’écrivent

V'YV eV(x) FyeVn°oA.
Par transfert, cela donne
V'V eV(E) FzeVnNeA .

Pour un tel z, standard de °A, il existe un u dans A Nhal(z). De plus, comme
V est un ouvert standard, on a hal(z) C V, et on en déduit

VW eV(z) JueVNnA .
Utilisant la structure de V(x), on a
vty cY(z) Ju YWeV weVnAd .
On en déduit, par ’axiome d’idéalisation que
Ju V'V eV uwueVNA ,
c’est-a-dire u € hal(z) N A donc = € °A. |

Lemme 6.3 Si A est une partie connere d’un espace topologique normal E
(voir [Bou71]), et si tout point de A est presque standard, alors °A est conneze.

Dans un espace non normal (méme séparé), ce théoréme est faux. En voici un
contre-exemple dont les preuves sont laissées en exercice : soit £ = R? muni de
la topologie définie par les halos suivants :

() | u i (z,y) £ (0,0)
hal(””’y)‘{ () | u= 0. v A0 U{0,0} s (ny) = (0,0)

Cet espace topologique séparé non normal est donné dans [Bre93]. Soit € un réel
infinitésimal non nul. Soit A =[ — 1,1]x{e}. C’est un ensemble fermé connexe,
tout élément est presque standard. Cependant °A =[ — 1,1]x{0} posséde des
points non presque standard (par exemple (g,0)), et il n’est pas connexe : le
singleton {(0,0)} est un ouvert fermé de °A.

T,
0,wv

~
~

Preuve Soit (U, V) une partition de °A en deux fermés standard. Comme °A
est fermé (lemme 6.2), U et V sont des fermés disjoints de E. Comme nous
sommes dans un espace normal, il existe deux ouverts (standard) U et V de E
disjoints, tels que U C U et V C V. Les ensembles ANU et ANV sont deux
ouverts disjoints de A. De plus, si z est un élément de A, il a (par hypothése)
une partie standard °z. Celle-ci est dans °A, donc dans U ou V, donc dans U
ou V. Comme U et V sont des ouverts standard, x appartient & 'un des deux.
Donc ANU et ANV forment une partition de A. Comme A est connexe, I'un
de ces deux ensembles est vide, par exemple A NU.
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Supposons, par ’absurde, que U est non vide. Alors, il contiendrait un élé-
ment standard zq. Le halo de cet zy serait inclus dans U, et contiendrait au
moins un point de A. Donc A N serait non vide, ce qui est absurde.

Ainsi, il n’existe pas de partition de °A en deux fermés standard non vides.
Par transfert, il n’existe pas non plus de partition de °A en deux fermés norll
vides.

Remarquons que ’espace C est normal car métrisable.

6.2 Topologie et ordre

Dans tout ce paragraphe, on veut étudier les espaces topologiques munis
d’une relation d’ordre partiel, et surtout les parties totalement ordonnées de cet
espace.

Définition 7 Une topologie sur un ensemble (partiellement) ordonné E est dite
compatible avec la relation d’ordre <, si et seulement si pour tous x, y, o, Yo
dans E, si xo et yo sont standard, si x € hal(xo), si y € hal(ye) et si x < y,
alors xo < yo.

En termes classiques, dans le cas des espaces séparables, cela se traduit par
le fait que si deux suites convergentes (z,,) et (y,,) vérifient z,, < y,, pour tout n,
alors lim(x,) < lim(y,). Les topologies classiques sur les espaces de fonctions a
valeurs réelles sont compatibles avec la relation d’ordre usuelle, mais la topologie
usuelle de R? n’est pas compatible avec lordre lexicographique.

Attention cependant : si zg et yo sont deux éléments standard de C, il existe
toujours des éléments z et y tels que = € hal(zg), ¥y € hal(yo), et = et y non
comparables. On peut en effet choisir x et y tels que pour un w infiniment grand
z(w) < y(w) et z(—~w) > y(—w).

Si une topologie est compatible avec une relation d’ordre partiel, alors elle
est séparée. En effet, si xg et yo sont deux points standard tels que les halos de
zg et yo ont une intersection non vide, en choisissant x = y dans Iintersection
des halos et en appliquant la définition 7, on obtient o < yo et yo < xg, d’o1
o = yo. On applique alors le lemme 6.1.

Si une topologie est compatible avec une relation d’ordre, toute topologie
plus fine est encore compatible (les halos de la topologie la plus fine sont inclus
dans les halos de la topologie la moins fine).

Dans toute la suite, on considére que la topologie et ’ordre sur E sont
compatibles.

Lemme 6.4 Pour tout a dans E, l’ensemble
|-,a] == {z € E |z <a}
est un fermé de E.

Preuve On suppose grace au transfert que a est standard. Soit y un élément
standard du complémentaire de |—00,a]. Soit z un élément du halo de y. Si on
avait z < a, on aurait aussi, par compatibilité, y < a, ce qui est absurde. Donc
le complémentaire de ]—o0, a] est ouvert. |
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De méme, [a,+o0[ := {z € E | a < z} est fermé. Attention cependant :
Iensemble |—o00,a := |—00,a]\{a} n’est en général pas ouvert : par exemple,
dans ’espace C, la suite (x,) définie par z,(t) = a — 1 + t?/n? converge vers
a —1 < a, bien qu’aucun des termes de la suite ne soit inférieur a a.

Dans le cas des espaces totalement ordonnés, la situation est plus simple;
c’est ce que nous allons voir avec les lemmes qui suivent.

Notation Si A est une partie totalement ordonnée de E, on notera la,b[a
l’ensemble
la,bla = {z€Ad ; a<z<b}

Des notations analogues sont définies pour les "intervalles” fermés, semi-ouverts,
non bornés,...

Le lemme qui suit n’a pas un intérét pour lui-méme ; il servira dans la dé-
monstration du lemme 6.6.

Lemme 6.5 Soit A une partie connexe, totalement ordonnée, standard de E.
Soit x un point standard de A. Alors

hal(z) N]—o0,z[a #0 ou (exclusif) A =[z,+00[a

Preuve Supposons que hal(z) N]—oo,z[4 = @ et étudions les ensembles F =
°]—o00,z[4a N A et G =[z,+00[4. Ce sont des fermés de A (pour F', utiliser le
lemme 6.2 et pour G le lemme 6.4), standard. La partie F' contient |—o0, z[4 car
elle contient tous ses éléments standard. Elle ne contient pas x puisque hal(x)
ne rencontre pas |—oo,z[4. Elle a une intersection vide avec G car un point
standard y de F'N G serait dans G, et serait la partie standard d’un point de
]—00,x[4, ce qui est interdit par la relation de compatibilité et par z ¢ F'. Les
ensembles F' et G forment donc une partition de A. L’un des deux est vide, or
z € G, donc A = G.

Définition 8 La topologie et la relation d’ordre sur E sont dites fortement
compatibles si elles sont compatibles et si, de plus, pour tous x, y, z, xo dans
E, avec xy standard, on a :

x € hal(zg) , y€hal(zg) , 2<z<y = =z € hal(xg).

L’espace C qui nous intéresse vérifie cette condition de forte compatibilité.
En revanche, I’espace des fonctions C' muni de la norme uniforme C* et de la
relation d’ordre usuelle ne vérifie pas cette condition : il suffit de prendre 2o = 0,
x=—¢g,y=c et z=csin(t/e), avec ¢ infinitésimal pour s’en convaincre.

Lemme 6.6 On suppose que la topologie et l’ordre de E sont fortement compa-
tibles. Soit A une partie totalement ordonnée, connexe de E. Une base d’ouverts
de la topologie de A est alors donnée par l’ensemble des intervalles ]a,b[a, ot a
et b parcourent AU{xoo}. En d’autres termes, la topologie de A est la topologie
associée a l'ordre.
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Preuve Par transfert, on peut supposer A standard.
Tout d’abord, tout intervalle ]a,b[4 est un ouvert de A car intersection de
A avec deux complémentaires de fermés (voir lemme 6.4) :

la,bla = A N €]—o0,a] N [b,+o0[ .

Soit U un ouvert de A, et z un point de U, il faut montrer qu’il existe a et b
dans AU {£o0} tels que = € Ja,b[4 C U. Par transfert, on peut supposer U et
z standard. Il suffit alors de démontrer qu’il existe a et b tels que x € Ja,b[a C
hal(z). Par symétrie du probléme, il suffit de trouver a dans AU {—oo} tel que
z € la,z]4C hal(x).

Dans le cas o A =[z,+00[4, on prend a = —oco. Dans le cas ou A posséde
des éléments inférieurs & x, en appliquant le lemme 6.5, on voit qu’il existe a
dans hal(z) U ]—o0, z[4. En utilisant ’hypothése de forte compatibilité, on en
déduit que Ja, z]4C hal(z).

Lemme 6.7 Si l'ordre sur A est total, il en est de méme de Uordre sur °A.

Preuve Par transfert, il suffit de démontrer que deux éléments standard quel-
conques Zo et yo de °A sont comparables. Or il existe x et y dans A tels que
29 = ¢ et yg = %. Ces deux éléments de A sont comparables, par exemple
z <y, et ’hypothése de compatibilité (définition 7) donne alors zg < yo.

Pour finir, voici le lemme utile dans le travail sur les familles bien nées.

Lemme 6.8 On suppose que la topologie et la relation d’ordre sur E sont for-
tement compatibles. Soit A une partie conneze totalement ordonnée de E. Soit
[ une fonction continue strictement croissante de A vers R. Alors f est un
homéomorphisme sur son image.

Preuve Lafonction f est clairement bijective sur son image. L’ensemble d’arri-
vée f(A) est connexe, c¢’est donc un intervalle de R. L’image par f d’un intervalle
la, b4 est |f(a), f(b)[, ouvert de R, donc tout ouvert de la base d’ouverts décrite
au lemme 6.6 a pour image un ouvert. L’application f est donc ouverte. |
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