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Résumeé

Nous établissons des résultats de non existence de solutions pour des problémes semil-
inéaires elliptiques et d’évolution d’ordre arbitraire en temps. Deux types de domaines
sont considérés : les produits de cones et les produits de cones tronqués. On retrouve, en
particulier et d’une maniére tout a fait différente, le résultat dt & Ohta & Kaneko [16] con-
cernant ’exposant critique de Fujita dans le cas d’un produit de domaines. Notre approche
est fondée sur la méthode des fonctions test développée par Mitidieri & Pohozaev [13], Po-
hozaev & Tesei [18] et Pohozaev & Véron [20].
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Brief English summary

Nonexistence of global solutions to semilinear elliptic and "heigher-order evolution"
inequalities is studied. Two types of domains are considered: product of cones and prod-
uct of cone-like domains. We find, in particular and with a different method, the result of
Ohta & Kaneko [16] concerning Fujita’s exponents on product domains. Our approach is
based on the test-function method, developed by Mitidieri & Pohozaev [13], Pohozaev &
Tesei [18] and Pohozaev & Véron [20].
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1 Introduction et notations

Dans cet article on s’intéresse a la non existence de solutions globales (non triviales)
pour des inéquations aux dérivées partielles semilinéaires dans un produit de cones et
de cones tronqués. Dans le cas d’un cone, ces problémes ont été posés dans les années
1980-1990 et ont été largement étudiés depuis. Pour les cas elliptique et parabolique
on peut mentionner les articles de Bandle & Levine [1], Bandle & Essen [3], Egnell [5],
Levine & Meier [11, 12| et 'article de synthése de Levine [10]. Les résultats récents
dans cette direction peuvent étre trouvés dans la célebre monographie de Mitidieri
et Pohozaev [15] et I’article de synthése de Deng & Levine [4].

L’article de Ohta & Kaneko [16] est consacré a la non existence de solutions
pour I’équation de la chaleur semilinéaire dans un produit de deux domaines D =
D, x D,. Les auteurs ont établi une relation entre I’exposant critique correspondant
au domaine D et les exposants critiques correspondant & D; et D,. Ils ont démontré
en outre que la relation est optimale. Pour ce faire, les auteurs ont introduit la
notion de domaine asymptotiquement régulier a [’infini dans le sens qu’il existe une
solution non triviale du probléme

Wy = Awa ($7t) € Dix]oa OO[,
w(z,t) =0, (z,t) € 0D;x]0, 00|,
w(z,0) =uo(xz) >0, z € D;, (uy asupport compact),

i € {1,2}, qui posséde un certain comportement asymptotique a l'infini en temps,
(ces résultats sont aussi commentés dans la revue de résultats [4]). Utilisant des
propriétés de la transformation de Hankel, les auteurs ont prouvé qu’un cone est
asymptotiquement régulier a l’infini.

Le but principal de notre travail est d’établir des résultats de non existence
pour des inéquations elliptique et parabolique sans évoquer la propriété de régu-
larité asymptotique des cones & l'infini. De plus, nous retrouvons en particulier
le résultat de Ohta & Kaneko sans utiliser la solution fondamentale de I'opérateur
parabolique associé. Ceci nous permet de considérer des systémes d’inéquations el-
liptique, parabolique et des systémes d’évolution, d’ordre arbitraire en temps, qui
englobent les cas des inéquations parabolique et hyperbolique. Dans ce dernier cas
nous ne démontrons pas I'optimalité de nos résultats.

L’approche que nous utilisons dans cet article est fondée sur la méthode des
fonctions test développée par Mitidieri & Pohozaev [13|, Pohozaev & Tesei 18],
Pohozaev & Véron [20], Zhang [23]. Quelques résultats, dans le cas d’un seul cone,
ont été établis par G. Laptev [7, 8, 9].

On se donne un entier naturel n > 1, n entiers naturels N; > 3,4 € {1,2,...,n},
et N =" N;. Les coordonnées polaires dans R": seront notées par (r;,w;). Soit
SNi~1 la sphére unitaire dans R" et K, un ouvert de S™~! de bord 9K, assez
régulier. On désignera par K; le cone

K; = {z; = (rj,w;) €RY; 0< 1y < +oo et w; € K, }

et par K le produit K = K; x Ky X ... x K,. Le bord du cone K, sera noté par
0K; et celui de K par OK. Pour € > 0, on désignera par K, le produit cartésien de



cones tronqués {z € K; Vi € {1,2,...,n}, |z;| > ¢} et par 0K, son bord. Le vecteur
normal unitaire dirigé vers l'extérieur de 0K, (resp. 0K) sera noté v, (resp. v).

Le laplacien (appliqué a une fonction définie de RY: dans R) sera noté A;. Rap-
pelons qu’en coordonnées polaires A; a la forme

2 -
M= g (77 ) 4 hu = g T e S,

rNTtorg Ut Oy : or? r; Or; 12

7

ol A, désigne opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére unitaire S™i~1.
On désignera par A, la premiére valeur propre et @, la fonction propre associée
du probléme de Dirichlet

—Ay, @y, = A\, @y, dans K,

@, =0 sur 0K,,.

Il est bien connu que A,, > 0 et que ®,, est une application strictement positive sur
K,,. On choisira ®,, <1 et on désignera par ¢ I’application

O (wy,ws, .y wy) — H‘Dwi(wi)-

=1

Dans la suite, la lettre C' désignera une constante qui peut varier d’une ligne a ’autre
mais indépendante des termes faisant ’objet de passage a la limite.

[’ensemble des fonctions de classe C? sur K sera noté C2(K). De méme, I’ensemble
des fonctions de classe C? par rapport & la premiére variable et de classe j € N* par
rapport & la seconde variable, sur K x]0, +o00cl, sera noté C*7(K x]0, +oc|).
Finalement, pour un réel ¢ > 1 donné, on définit le réel ¢’ par la relation 1/g+1/¢' =
1.

2 Résultats préliminaires

Le but de cette section est de construire un ensemble de fonctions test dont on aura
besoin dans les démonstrations qui suiveront.
On désignera par ( la fonction de troncature standard définie sur [0, +oo|

1 si 0<y<1,
C(y) = et Vy e R 0<((y) <.
0 st y>2

Soit pg > 3 et soit la fonction 7 définie par

n(y) = [C(y)]*°.

Il existe alors une constante ¢, > 0 telle que pour tous y > 0 et p, 1 <p < py, on a
les deux estimations

' ()P < exnP~Hy) (1)
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et

"W < e (y)- (2)
En effet; [/|P = pfj ¢(PPo=1) [¢'|P. Par suite, il existe ¢, telle que (1) a lieu. L’inégalité
(2) s’obtient de la méme maniére.

On introduit la partie de la fonction test en la variable ¢. Pour cela, soient un
paramétre p > 0, un exposant § > 0 et la fonction #+ n(t/p’). Remarquons que
I’'on a

d
supp [n(t/p")] = {t e R*, 0<t<2p"} et supp‘ ”d_t(t/,f) ={teR", p’ <t<2"},

ou "supp" désigne le support. En outre, on a

an (/97
/ dti( /p )| dt < cnp_a(p_l)- (3)

supp |2/ M (t/0°)
On construit maintenant la partie de la fonction test qui porte sur les variables
radiales (71,79, ..., 7). Considérons les fonctions

n n

G(re,rn) =[5, &1, rn) = n(ri/p) et &(ri,.im) = (£1&)(r1, s m0),

i=1 i=1

ou s; > 0,1 € {1,2,....,n}. Nous noterons pour tout 7 dans {1,2,...,n}

001, o) =TI 7y et &0, um) = 1] n(ri/o).

=Lj#i =1,

On se propose d’établir des estimations portant sur 9¢/dr; et 92°€/0r?. Pour ne pas
alourdir les notations, nous oterons la variable (71, ..., 7). Ainsi,

o€ 551 (i 1 i
o = 5Ty 151 )f + p77 (TZ/p)flfz)a
et par suite, il existe ¢, > 0 tel que
o¢ |” si—1) [-()]P c i]?P
5| St ] @+ Bt pre [
Il existe donc une constante C' > 0, indépendante de p et des r;, 7 € {1,2,...,n},
j
telle que
| <o @l e (142
1+ —= 4
ar| = 2 " (4)
De méme,
826 5i—2 (2 28i Si— 1) ~(2 1 i
0 si(si— Vi ele + 77“1” ' (ri/ )€V E) + ;77"(7"1'//))5165),

8i— é Ti 0@ T §) (i
= 5’ {( —1)eWe, + 251 (ri/ p)é} el 4 il %J} :

5



Il existe une constante C' > 0, indépendante de p et des 7;, j € {1,2,...,n}, telle que

o’ 5 N A
‘a_g <t [el] 51(1+—+—)- ()

PP p*P

On introduit maintenant la fonction, qui dépend aussi des variables polaires (w1, wo, ..., wn)

(713 T2y eey Ty W1, Wy ey Wy ) > E1(T1, T2y vy T ) P (w1, W, .y ).
On a alors, en omettant les variables (r1, g, ..., 1) €t (w1, wa, ..., Wn),
AG®) =3 {r [silsi - 1) + (N — 1) = A€} @,

i=1

A ce stade, on introduit le paramétre

L _Ni-2 N—22+A
T T 2 wi

qui n’est autre que la racine positive du trindme s;(s; — 1) +s;(N; — 1) — A,.. Posons
maintenant

*
E(r1,T9y ey Th) = Hrfl

i=1
et

¢p($) = 6*(7"1’ T2y any Tn) 62(7'1’ T2y any Tn) (D(wla Wwa, "'awn)-

Notons que pour tout z = (71, ..., 'n, W1, .--, wWy) € K, nOUS avons
A& (r1y ey Tn) @ (w1, oy wy)) = 0.
Soit n,, le vecteur unitaire normal extérieur & K,,, alors

0,
ov,,.

2

v,

3

En utilisant le lemme de Hopf on obtient

®, (w;
0Pi(wi) <0, ou encore 0 <0.
ov,, Uy

1
Par conséquent

oY,
— <0.
ok <0 (©
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Si l'on désigne par A; le laplacien par rapport a la variable z; = (r;,w;), @ €
{1,2,...,n}, et en utilisant le fait que A, (v,)(x) = =\, (¢¥,)(x), alors

A(y)(z) = ZM%)@)

= Z{aa(;ép) (2) + = 1%@@” %Awi(wp)(x)},

T 4
i=1 ¢ i

(0 N;—-10 )\,
= Yo N

i=1 é é

(3 N—-10 )\,
= (I)(wl,..,w)Z{ar + o ;}(&&)(Th--arn)-

Ainsi,
0? N,—1 0 Aw: P
Ai(1h,) P = @F {ﬁ‘f‘ o T;’}(f*fz) ;
2
< o) [0 g (141 L T (7)
= ' )’

rP
< Oyt lr <1+ﬁ+p_>'

Du fait que n(r;/p) = 1 pour r; < p et n(r;/p) = 0 pour r; > 2p, si 'on pose

= {ZL‘ € K; AZT/JP 7é 0},
onaN; C{z € K; p<r; <2p}, et 'expression

2
TP P

.
14—+ + L
PP

est bornée pour tout z € N;. Par conséquent, il existe une constante C > 0 telle
que

*

Vo € Niy |Ai(w,) ()P < Oyt (x) p~2+ 2=, (8)
Finalement, on a

n

N’“ . H dr; dw

A; i
/ | (Tﬂp / / / / = 7 ]E;i S dw; dr;
N; w wi [0,20]" J#Z P—2.i=1%;

< C pXimsiHN)=2p (9)

On choisit comme fonction test finale
1
o) =n () vyto).
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On va établir deux estimations concernant la fonction ¢,. La premiere estimation

est
+o00 2p . p
/ / A4 <pp (z,t)dxdt < / n (%) dt/ 7‘AZ(1&)| dw,
D
N SDP 0 P N; [

< Cp2?=1(5?+Ni)*2p+9 (10)

(4

N

et la deuxiéme est

p
d P
[ L ey P21
upp|‘9—¢fl‘ o x,t) K supp | %2 (t/0%)| nP=1(t/p?)
O pEim s+ y=0(=1)
sz?:l('s;"']vi)_a(p_l). (11)

VAN

VANPVAN

3 Cas ou le domaine est un produit de cones

Dans cette section, on établit des résultats de non existence de solutions pour des
problémes semilinéaires elliptiques et d’évolution d’ordre arbitraire en temps. Le
signe de la solution a 'intérieur du domaine étudié est arbitraire. Il est vrai que,
sous les hypothéses que nous ferons, le principe du maximum garantit la positivité
des solutions dans les cas elliptique et parabolique. Mais ce n’est pas le cas dans les
problémes d’évolution d’ordre supérieur a deux en temps.

3.1 Inéquations elliptiques

Considérons le probléme elliptique non linéaire
—Au > |ulY, z €K,
u(z) > 0, z € 0K.

Definition 1. Soit u € C(K). La fonction u est dite solution faible du probléme (E)
si, pour toute fonction positive p € C*(K) a support compact et telle que ¢|sx = 0,
on a

1) (@) dz < — | u@)de@)ds+ [ w@) 2P (@) ds,
J, J, [

ot Op/0v désigne la dérivée normale de .

Theorem 1. 5:
2

Yo (s +N;) -2

alors le probléme (E) ne posséde aucune solution faible non triviale.

l<q¢g<gqg =1+
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Preuve. Supposons que le probléme (E) posséde une solution faible u non
triviale avec 1 < q < ¢¢. On choisit ¢(x) = 9,(z) dans la définition 1. Précisons
d’abord que [, u(x)Aw,(z) dz est bien convergente. De méme, I'intégrale

o0,
/aKu( )% (2) da,

ol v désigne la normale unitaire extérieure & 0K, est convergente. En effet, la
fonction u est continue et bornée au voisinage de r; = 0, ¢ € {1,2,....,n}, et la
fonction test v, posséde des dérivées partielles premiéres intégrables sur K. Nous
avons alors

ul'(@)p(z) dz < — [ uw(@)Ay(z)dz+ [ u(z )a%( ) da,
K K oK ov

< —/ u(w) My (2) d
—Z/ 7)Ao

> [ wolaw, o) ds

(/K [ul*(2) e, (2) dm) /Z ( /N | % dx) e |
< ([eire) e 2] 20 4)

IN

IN

IN

IN

D’ou

[ @ s < cz( / %d)

=1

< C plim st =2

Y

Notons que pour ¢ > 1, on a

n

Z(s +N;))—2¢ <0 équivaut 1<¢g<gqg =1+ 2
— >ima (8] + Ni) =2

et dans ce cas [, u?(2)y,(x) dz est bornée uniformément par rapport a p. D’aprés
le théoréme de la convergence monotone, on déduit que |ul?&, ® € L'(K). D’autre
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part nous avons

[ e i < Z( [ \u\‘f(xm(x)dx)l/q (/. %dx)/

< cz ([ @) "

En utilisant le théoréme de la convergence dominée on conclut que
n
/ ul?(r,w)&.(r) (w) [ [V " dr dw = 0.
K i=1
Ceci entraine que u = 0, ce qui contredit le fait que u est une solution faible non

triviale de (E). O

3.2 Inéquations paraboliques

Soit maintenant le probléme parabolique non linéaire
u_Au > |ul?, =z€ Kx]0,4o0],
(P) u(z,t) > 0, (z,t) € 0K x]0, +o0],
u(z,0) > 0, z € K.
Definition 2. Soit u € C(K x [0,4+00[). La fonction u est dite solution faible

du probléeme (P) si, pour toute fonction positive ¢ € C>'(K x]0,+oc[) a support
compact et telle que 90|3K><]0,+oo[ =0, o0na

+o0 +o0 0(,0
/ / |u|q90da:dt+/ u(z,0)p(z,0)dr < —/ / u (A90—|- —) dx dt +
0 K K 0 K ot

+o00 8g0
u(x,t)=—(z,t) dx dt.
| [ uozen

Theorem 2. 5i

l<g<qg =1
IR VR

alors le probléme (P) ne posséde aucune solution faible non triviale.

Preuve. Supposons que le probléme (P) posséde une solution faible u non
triviale avec 1 < ¢ < g;. En choisissant ¢(z,%) = ¢,(x,t) dans la définition 2 on a

+oo “+o0
/ /|u|q<ppdacdt+/u(x,O)(pp(a:,O)d:v < —/ /u(Agop-l-%) dx dt +
0 K K 0 K ot
+o0 o
Po
u(zx,t)—=(x,t) dx dt.
| ] senZen
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La deuxiéme intégrale du coté gauche (resp. droit) de la précédente inégalité étant
positive (resp. négative), on déduit que

+00 oo
u|lfp,drdt < @) z dt,
p,drd Ay, + dz d
0 K
“+00o +oo
/ /uA,gopdmdt / /u pdxdt
+o0
Z/ /\u\|A,<pp|dacdt+// 3
supp | %2 |
+00 1/q n 400 q 1/q
([ o) S, B )
N; 90/1
oo Oy, /0t|" !
([ )" ([ L )
o JK supp | %2 ol

En procédant de la méme maniére que dans la preuve précédente, et en utilisant
(10) et (11), on obtient

IN

IN

a(ip (z, t)‘ dz dt,

IA

+00
/ / lul9g, dz dt < C (ng=1(5;+m)_zqf+o + prizlei +N”‘(’(Q'—1>) .
0 K
Si ’on choisit 6 = 2 alors

+oo
[ [ witgyazar < 0 i iy
0 K

Pour ¢ > 1, la condition ) 7 (sf + N;) — 2(¢' — 1) < 0 est équivalente & 1 < ¢ < ¢j.
D’ou le résultat. u

Remark 1. L’ezposant g, que l'on a trouvé est l’exposant critique du probléme (P),
dans le sens ot pour q vérifiant 1 < q < g, le probléeme (P) n’a aucune solution
globale, alors que pour q > q; , ce méme probleme possede des solutions locales et
globales. Ce qui est en accord avec le résultat de [16].

3.3 Inéquations d’évolution d’ordre arbitraire en temps

Soit k£ € N*, considérons le probléme

(%% — Au>[ul?, (z,t) € Kx]0,00],
q u(z,t) >0, (z,t) € 0K x]0, 00], (12)

& u(r,0)>0, xe€k.

katk 1
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Definition 3. Soit u(x,t) € C(K x[0,4+00[) et supposons que les traces des fonctions

%‘, i=1,...,k — 1, soient bien définies pour t = 0. La fonction u(x,t) est dite

solution faible du probléme (12) si pour toute fonction positive ¢ € C2F(K x]0, +00])
a support compact et telle que @|ox xjo,00f = 0, 0N a

/ /<9K 2 — dxdt +/ / ( Bt’“ Acp) dzdt
ak 1- z az(p
/ / |ullp dxdt + Z / Py (:c, 0) o (z,0) dzx

ak 1
+/ ST (ac 0)p(z,0) dz.

Theorem 3. Soit

2

l<qg<q =1+
<G ST (51 + N;) =2+ 2/k°

Alors le probléme (12) ne posséde aucune solution faible non triviale.

Preuve. Nous utiliserons les fonctions test décrites plus haut. On remarque que
pour py > k + 1, 'estimation

P ()P < ey (y), 1 < p < po,

a lieu. Comme auparavant, nous avons

| e 0(kp—1)
Lt L gy < ey pOe), (13)
/supPIWI nP=1(t/p?) !

En prenant la fonction test

0) e (14)

et @ = 2/k nous avons aussi

J // ‘(—1)’“ o~ dor| dz dt (15)
b = — T dt,
supp|(~1)+ 562 — Ay o
S cpz;'n:l(sf‘FNi)—Qp—FQ/k. (16)

Supposons qu’il existe une solution faible non triviale u(z,t) de (12). En choi-
sissant la fonction test p(x,t) = ¢,(z,t), définie en (14), p = ¢' > 1 et § = 2/k dans
la définition 3, et en utilisant le fait que

d'p,
ott

(,0)=0, i=1,....,k—1,

12



nous obtenons

8k 1 00
/ T (x 0)¢,(z,0) d:c—/ / pdxdt—i—/ / |u|%p, dzdt
ot oK 0 Jk
ok
< ul (—1D)F=ZL — Ap ) dedt. (17
//supp|(—1)k6;ff _Ag| <( ) otk P ( )

Finalement, nous utilisons I’'inégalité de Young pour avoir ’estimation

akl Qop 0o
0) 0)dx — dxdt Yp, drdt
= 1(x Yo,(z,0) dx / /K 5 +/O /K|u| w,dx

< ey < copim BTN (1)

Rappelons que I'on a
ak 1
atk 1

et que, d’aprés le lemme de Hopf, on a

/ / 90 gpdt < 0.
oK aV
/ / |ul%p, dzdt
0o JK

est bornée indépendemment de p si

(x 0)¢,(x,0)dx >0

On conclut alors que

n

D (st +Ni) —2¢' +2/k <0,
i=1
ou encore si
2
S (st+N)—2+2/k
En utilisant les mémes arguments que dans les théorémes précédents, on aboutit a
u = 0. Ce qui contredit le fait que u est supposée étre non triviale. ]
Dans le cas du probléme hyperbolique (k = 2)

l1<g<g =1+

(2w _ Au>ul?, (z,t) € Kx]0,00],

a2
q u(z,t) >0, (z,t) € 0K x]0, 00|, (19)
| 24(z,0) >0, z€K
nous avons : Si 9

l<g<g=1+ ” ,
2 Zz 1(8 +Nl)_1

13



alors le probléme (19) n’a aucune solution faible non triviale.
On considére finalement le systéme d’inéquations

(G — Au > oo, (z,t) € Kx]0,00],
athc; — Av > |u|®, (z,t) € Kx]0,00],

) (20)
u(z,t) >0, wv(x,t) >0, (z,t) € DK x]0, o0,

\gi’:?(x’o) >0, %(xao) >0, ze€K.

Theorem 4. Soient ¢ > 1, go > 1 et

" *+N)—-24+2/k 1 1
Zz:l(sz + 1) + / ’ ol vy = Q1+ ’ et o q2 + '
2 G192 — 1 q1g2 — 1

max{y1, 2} >

Alors (20) n’a aucune solution non triviale.

Preuve. Supposons que (20) posséde une solution non triviale (u,v). En util-
isant I'inégalité de Holder, dans la définition d’une solution faible de (20), on a

k=1,
Ztk =77 (,0)p,(7, 0) dac—i—/ / [v|" @, dzdt

1/q2
// |u|®p, dxdt Jl/q2, (21)
supp|( 1)k <Pp —App|

k1,
/ gtk =77 (2, 0)p,(, 0) dx—i—/ / |u|®p, dzdt

/¢
< / / . v|? @, dodt Jun. (22)
supp|(—1)* 42 — Ay

Jq1 < cop—2q,1+2?:1(s;*+N¢)+2/k et Jq2 < cop—2q’2+2?:1(s;+Ni)+2/k.

D’aprés (15), nous avons

En substituant (22) dans (21), on obtient

ak Ly o0
= 1(x 0)9),(x )dx—i—/ / [v| ", dzdt
o Jk

(/]

1/(q1q2)
[v|" g, dmdt) Jqll/(qllqz)Jqlz/qé.

14



D’ou
0 K

En utilisant les arguments utilisés dans les théorémes précédents, la condition

n

D (574 Ni) +2/k =271 <0

i=1

entraine que v = 0. De maniére analogue, en substituant (21) dans (22), on déduit

que
/ / u|®, dzdt < (Jg;—ngf@l—U)1/““‘12‘1’ < CpZinalsi+N+2/k=2m (94
0 K

Ainsi, la condition Y, (sf + N;) +2/k — 27, < 0 entraine que u = 0.
Il est enfin clair que si u(z,t) = 0, alors v(z,t) = 0, et vice versa. D’on, la
condition nécessaire, de non existence de solution non triviale, s’écrit

b (sr+N;)—2+2/k
5 )

max{vyi,v2} >

O

4 Cas ou le domaine est un produit de cdénes tron-
qués

Dans toute cette section, les résultats de non existence ne concernent que les solu-
tions positives (> 0).

Nous garderons les mémes notations qu’auparavant. Soit le parameétre réel € tel
que 0 < € < p et soient les fonctions

E(r1,79, 0 Tn) = H (rf;‘k — 5sf) et E(ri, .y rn) = (E&2) (11, ey ).

=1

Nous avons N
0 . si-1z0 1, = ()
ari =5T; g* £2 + p77 (Tl/p)g* 2

et par suite, il existe C' > 0 tel que

5’," *
’l"il - &\Si

< Crf [5@]’”55+c—( E )\ s @ &)

3
aTZ'

Il existe donc une constante C' > 0, indépendante de p, dec et des r;, j € {1,2, ..., n},
telle que

o¢ | p(si=1) [P pp—1 i
o | <ol [gl } ) (25)

15



Procédant de la méme maniére on vérifie qu’il existe une constante C' > 0, indépen-

dante de p, de € et des 1, j € {1,2,...,n}, telle que

e’

o b 2p
Sa| <ot fE) e (1424 1)
%

PP p?P

Soit la fonction

X(2) = X(T1, 79y ooy Ty W1, W2y ooy W) = Ex(T1, 725 oy T ) (w1, o, -

Il est aisé de voir que

2 N, —-10 A\,
Az‘X(ﬂf):{w"' ri Or; 12

dans K, et que x|sx. = 0.

)P >0

2 Sx
%

——
=
I
>~
&
[0
&
2

On introduit maintenant la fonction

Y,(x) = 5*(7"1, T2y ey ) E2(71, T2y vy ) @ (w1, Wo, -oey W) -

D’aprés le théoréme de Hopf, nous avons

En plus, nous avons

*
3

€0g,0 < 0.

- * S
ri=e — T;€

9%,
87‘Z‘

(26)

(27)

(28)

(29)

Par conséquent, les inégalités (28) et (29) montrent que la dérivée normale de 1, au

bord de K. est négative, c’est a dire

b,
e < 0.
ov lore. < 0

(30)

En procédant de la méme maniére que dans (7), il existe une constante C' telle que

5 51=2) [ 7)) ep— Py
|m%WSCW%l)Mﬂ$1@+E+;ﬁ-
Mais
p(s;—2)
) < 8]
rP% _ gps;



D’ou

2p
|Awm“«wpf Q+ﬁ+gﬂ. (31)

D’autre part, puisque 7(|z|/p) = 1 pour |z| < p, alors, sur I'ensemble {z € K;; |z| <
p}, nous avons 9, = x et Ayp, = Ay > 0. Ainsi, si 'on pose N; = {z € K.; Ajp, <
0}, on aN; C{z € K,; p<r; < 2p}, et expression

2
,,,.p ,,,.P

14+ L+ -4
PP PP

est ainsi bornée sur NV;. De maniéres analogues a (8) et a (9), nous obtenons respec-
tivement

Vo € N, [Ai(W,) ()P < CPptEp7™, (32)

/ |AZ(1ZP)|p dx < 72p ﬁ / S +N —1— (P 1)0'.7 d’/" (33)
D VAN A

Introduisons les ensembles
X = {ie{l,2,...,n}; s+ N;— (p—1)o; > 0},

et

X, = {ie{,2,..,n}; s+ N;,— (p—1)o; =0},
X, = {ie{l,2,..,n}; sS4+ N;,— (p—1)o; < 0}.

g

Puisque N; C {z € K.; & <r; < 2p}, alors

bl

/ _ |A'L (@LP) |p d:r < Cp_2p+zzexj' (8:+N1—(p—1)o'z) [ln p] Card(Xo') gzlexo__ (SZ+N7'_(p_1)UZ)
R T, |2;| (D -
< Cp_2p+zi€X? (st+Ni—(p—1)03) ln p]card(xa) . (34)

On choisit comme fonction test finale
- t\ -
ooant) =1 (5 ) B

Reste a établir les deux derniéres estimations portant sur ¢,. Les mémes calculs
utilisés dans (10) montrent que

+o0 )
/ /A? ~p 1 |A 90,0)‘ d.fE dt S Cp0—2p+ziex(;|-(5¢+Ni_(p_1)0'i) [lnp]card(X(,) )

|$J|p e

(35)
En notant |z|®=Y7 .= [T, |z;|®=V% et C(e, p) := [[1o,{e < ri = |zi| < 2p}, nous
avons

p
‘Pp - d 0\ |P
// da:dt</ V(@) d:c/ L&t/ AL,

supp 22| @1l 07 T Jege) [210707 7 Jsupp dnegpn) M E/60)
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Mais

sz(ﬂi) _ :ll T
/c(gp) 2|17 de = / dw/ [N L A I = dr,

zlz

< \K\/ & n’1z_ -dr, (car 0<& <1),

zlz

P * 1l —(p— . * * *
< |Kw|/ HT:ﬁNl 1-(p—1)o; dr, (car Ogrf" — 5 ST?):
€ =1
< IR ()

/ ¢p($) de < sziexj' (8;+Ni*(p*1)0'i) [ln p]card(xo) 822.6)(0_ (8;+Ni*(p*1)0'i)'

») |x|(;v—1)ff

nous avons donc

Finalement, nous obtenons ’estimation

6<pp p

// dx dt < Cgpia(pil)_kziexj' si+N;i—(p—1)o; [In p]card(xf,) .
supp ‘f’_"’ﬂ \;v| P 1 g -De

(36)

4.1 Inéquations elliptiques

Considérons le probléme elliptique non linéaire

—Au > JL |z, z € K,
u(z) > 0, z € 0K..

Definition 4. Soit u € C(K,). La fonction u est dite solution faible du probléme
(E,) si pour toute fonction positive o € C?(K.x]0,+0oc]) a support compact telle
que ¢lak, = 0, on a

/ T] o u(e)o() do < — / (@) Ap(z) da +/ (@) 2 (2) dz,
Ke 321 . oK. v
ot Op/dv désigne la dérivée normale de .
Theorem 5. Si Y " v 0; > —2 et

24+ Zier’ 0;
Yiexr (57 + Ni) =2

alors le probléme (E,) ne posséde aucune solution faible non triviale.

l<g<gq,=1+

18



Preuve. On notera |z]” = [, |z:|% et ||« ~Y7 = T]7, |;|@ Y. Soit u(x)
une solution faible, non identiquement nulle. En choisissant ¢(z) = ,(z) dans la
définition 4 on a

[ el ur@)da) da —/ (@) A, (2) dx+/8K u(e )gipd

IN

< -/ () (1) do
< —Z [ vt da
< Z / 2)| Aty ()| d,

n 1/q () 1d
< ZUN ‘””'”“qwf’(x)dx>/ (/N \x\gﬁ:f/?z’”l(x) dx) |
< ([ @i >dx)1/qi(/N %d) N
< g ([ i ) + CZ (/N \x|<‘q'Aif5%’)|i(x) dx) |

D’ou

2 |7u? (@), () dz < CZ </N |JC|(|‘1A f/):;qﬂl( )da:>

< Cp_Qq +ZieX{," (si +N;—(¢ —l)az) [ln p]CaI'd(Xa)

K.
’

Notons que pour ¢ > 1, on a

2+ ZieX;' 0;
=24 > iex+ (57 + Ni)

—2¢+> (s +Ni— (¢ —1)oy) <0 équivaut 1<gq<q, =1+
ieX;

et dans ce cas [, |z|"ud(z)1,(x) dz est bornée uniformément par rapport a p.
D’aprés le théoréme de la convergence monotone, on déduit que ’application

z = (rw) — [z]7uf(z) &(r) &(w)

est dans L'(K.). D’aprés ce qui précéde, on sait que

[ @i < 3 ([ erewiwa) ( [ ol dar) -

=1

cg (/N 2|70 (), (2) dx) "
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En utilisant le théoréme de la convergence dominée on conclut que

/ uwl(r, w)&(r) D(w) ﬁ rNto T dr dw = 0,

€ =1

Ceci entraine que u = 0, ce qui contredit le fait que u est une solution faible non
triviale de (E,). O

4.2 Inéquations paraboliques

Considérons le probléme parabolique non linéaire
—Au > [[L, |z|u?, 2 e K.x]0,+o0],
(P,) u(z,t) > 0, (z,t) € 0K, x]0,+o0],

u(z,0) > 0, z € K,.

Definition 5. Soit u € C(K, x [0,4+00]). La fonction u est dite solution faible
du probleme (P,) si pour toute fonction positive ¢ € C>'(K,x]0,+o00[) a support
compact telle que go\aKEX]O,Jroo[ =0, ona

+00 +00 a(p
/ / H |2; | uly da dt +/ u(z,0)p(z,0)dr < —/ / U <A<p + a) dx dt +
K, 0 e

€ 3=1
+o0 3@0
u(x,t)=(x,t) dz dt.
| s

Theorem 6. Si ) "+ 0; > —2 et

2+ ZieX,;" 0;

l<g<q,=1+ .
e D iexz (8] + Ni)

alors le probléme (P, ) ne posséde aucune solution faible non triviale.

Preuve. Supposons que le probléme (P,) posséde une solution faible u non
triviale avec 1 < ¢ < g, ,. En choisissant ¢(z,t) = ¢,(z,t) dans la définition 5 on a

+00 +oco
/ / |z|” qupdxdt+/ u(z,0)P,(x,0)dx < / / <A<pp ) dx dt +
€ +w €
/ / (z,t) dx dt.
oK.
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La deuxiéme intégrale du coté gauche (resp. droit) de la précédente inégalité étant
positive (resp. négative), on déduit que

+o0o +o0o
/ /|x|auq¢pdxdt < / / (A + )d dt,
0 K e

< _Z/mf UAsopdxdt—/+oo/ u L d:rdt
+00 ~
< Z/ / u|A,90p|dxdt+//upp|aW o 0 (y ,t)‘ dz dt,
o[ L) S, )
0 ‘ AR

00 1/d
([ wrws) ( /[ og,/011 )
SOP 3 0’ ~q'—1 .
‘ supp |%¢| |« =175

En procédant de la méme maniére que dans la preuve précédente et en utilisant (35)
t (36) on obtient

+oo
/ / \x|0uq<‘5p dedt<C (pa(e) + pb(e)) [ln p]card(xa) ’
0 €

a(f) = 6—2¢"+> ey (5] + Ni— (¢ — 1)oi),
b(O) = —0(¢"— 1)+ D icxs (8 + Ni — (¢' — 1)oi).
Si ’on choisit 8 = 2 alors
a(2) =b(2) = =2(¢ = 1)+ Y (s +N; — (¢ — 1))

iex;

ou

D’ou, il existe une constante C' > 0 telle qu’on ait, pour p assez grand,
+00
/ / ‘x‘aqubp dz dt < C,O )+Z,EX+(5 +N;—(¢'—1)o3) [ln p]Card(X[,) '
O €

Pour ¢ > 1, la condition a(2) < 0 est équivalente & 1 < g < g; ,. En raisonnant de
la méme maniére qu’a la fin des théorémes précédents, on déduit le résultat. U

4.3 Inéquations d’évolution d’ordre arbitraire en temps

On va énoncer, sans donner de preuve, un résultat similaire a celui obtenu au para-
graphe 2.3
Considérons le probléme

rak—u — AU 2 H::l |xi|giuqa (.T, t) € KEX]O’ +OO[’

otk
S uz,t) >0, (z,t) € K.x]0, 400, (37)
\%(x,O) >0, T € K..
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Definition 6. Soit u(z,t) € C(K. x [0,+00]) et supposons que les traces des fonc-
tions %‘, i =1,...,k — 1, soient bien définies pour t = 0. La fonction u(x,t)
est dite solution faible du probléme (37) si pour toute fonction positive p(x,t) €
C*F(K.x]0,00[) & support compact ( dans RN x]0, +oo[ ) telle que ¢|ax.x]o,00[ = 0,

on a
8’“@0
/ /BK 5 92 dzdt —|—/ / ( 1) 5 A(p) dxdt

//Hqu@dmwz [ 022 0y
o o 0

Ke =1
ak 1
+ . 00 (:v 0)¢(z,0) dz.
Theorem 7. Supposons que Z?exj o; > —2 et

l<g< g =1+

Zzex+(5 +N) 2+2/k
Alors le probléeme (37) n’a aucune solution non triviale.

Un résultat analogue peut étre obtenu pour le systéme d’inéquations

( Py Au > [ofa, (1) € K.x]0, o0,
atk — Av > |u|?, (z,t) € K.x]0, 0],
X (38)
u(z,t) >0, wv(z,t) >0, (z,t) € 0K, x]0, 0],
| Z=t(2,0) >0, Z28(2,0) >0, z€K..
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