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1 Introduction

Dans Darticle [BR04], un modéle de dynamique de population structurée en
poids est établi. Il s’agit de ’équation

) B oo
3—?@,96) = 5 {KeffAe"‘r/ e o(q)u(t,z — q)u(t,z) dg (1)

—Ae™”® / e*p(q)u(t,z + q) u(t,z) dq .

—0
La variable x désigne le logarithme du poids, u est la distribution & ’instant ¢
de la population suivant la variable x. Le terme dérivé par rapport & x modélise
la croissance, l’autre terme la mortalité. Les nombres Kc¢r, A, et o sont des
paramétres, et la fonction ¢ est une fonction en cloche, définie sur R, et qu’on
peut éventuellement supposer nulle sur les réels négatifs. Elle modélise la préfé-
rence pour une prédation d’un poisson par un autre dont le rapport des poids
est ed.

Dans ce méme article, une premiére étude de ’équation est menée : on y
détermine une solution stationnaire de la forme (¢, z) = exp(Az) (avec A né-
gatif). Par contre, aucune preuve d’existence ou d’unicité n’est donnée, et les
conditions au bord posent un probléme délicat, mal élucidé, que ce soit du point
de vue biologique ou du point de vue mathématique.

Je me propose ici d’étudier ’existence et 'unicité des solutions pour cette
équation. En fait, je vais généraliser le probléme pour le rendre plus conceptuel,
et on va regarder les équations du type

ou ou
= G g~ M @
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ou G et M sont des fonctionnelles avec de bonnes propriétés du type de la
convolution.

Cette équation peut d’un certain point de vue étre considérée comme un
probléme de transport. Cependant, le fait que les opérateurs G et M soient de
type convolutif améne peut-étre des propriétés ressemblant & de la diffusion.
L’équation de Burgers (avec diffusion 7) est assez semblable & notre probléme.

L’une des difficultés est d’adapter des conditions au bord raisonnables pour
qu’il y ait existence et unicité. C’est ce probléme de condition au bord qui a en
grande partie motivé cette étude.

Le théoréme principal est énoncé dans le paragraphe 2. La démonstration,
utilisant une méthode de point fixe est faite dans le paragraphe 4. L’opérateur
sera donné par I’équation de transport ; il sera contractant grace a la régularité
de la convolution. Son étude sera faite dans le paragraphe 3.

2 Notations - Théoréme principal

Soit [a,b] un intervalle de R. Soit ¢y un réel positif, instant au dela duquel
nous ne ferons aucune étude. On note 2 le domaine |0, tg[x]a, b[. Les points a
et b ne joueront pas du tout le méme role car le transport s’effectue dans le sens
des x croissants. On appelera bord initial du domaine €2 ’ensemble

' = {0} x [a,b] U [0,t0] x {a} .
t
Lo

Le domaine Q (hachuré) et son bord initial T (en gras).

On note £ 'ensemble des fonctions continues sur 2. On introduit la famille

de semi-normes
[ule = sup sup |u(t, )|,
T7€[0,t] x€[a,b]

bien adaptée & notre probléme que nous voulons non anticipatif. On notera ||ul|
sans indice, la norme ||u||,.

Pour des raisons de simplicité, il est commode de donner la condition initiale
et la condition au bord par une unique fonction 3 définie sur I, de classe C.

Soit G et M deux opérateurs de £ dans lui-méme.



Hypothése m : Les opérateurs G et M vérifient les propriétés de régu-
larité trés fortes suivantes : il existe un réel positif K et une fonction continue
croissante x tels que

Vit € [0,t0] , Vu,v el ||Q(U)—Q(U)Ht < Kl||v—ull;
[M(v) = M(u)||s < Kljv—ulls
H— || < x(ull)
H%Mu < x(llull)

Remarquons que cette propriété est vérifiée par les opérateurs de convolution,
a condition de prendre quelques précautions dans la définition : soit ¢ une
fonction C!, définie sur [0,t0] x R, avec ¢ et dp/Ox intégrables. Soit v une
fonction continue bornée sur [0, %] x R. Si u est un élément de & on lui associe
une fonction @ définie sur [0,%y] x R en posant & = v sur le complémentaire
de Q (cette fonction @ est discontinue en z = a et en z = b). On pose ensuite
G(u) = ¢ * 1, ou plutdt sa restriction a € :

oo

Vo) €T Gu)ta) = (pxa)(tz) = /‘<max—@aw£ms

—0o0

En notant ||¢[|; la norme sup, [ |¢(¢, z)|dz, on a alors
1G(v) =G@W)lle = llo 0 =@l < [[ellllo—alle < [[ella]lo—ulle et

26l = Gl < Il

Hypothése : Il existe un réel strictement positif g tel que

Vuel, u>0 = (Y(tz)eQ Gu)tz)>g)

On remarque que si ¢ et v sont des fonctions positives, I’opérateur de convo-
lution défini quelques lignes plus haut vérifie ’hypothése H2. Dans le modéle de
dynamique de population de poissons, la fonction ¢ modélise le choix que fait
un prédateur pour le poids de ses proies. Elle est par nature positive ou nulle.
La fonction v modélise la disponibilité en proies ayant une masse inférieure &
a. Elle doit étre positive pour assurer une entrée de nourriture dans le systéme.
On pose g = min ) G(0)(¢,z) et 'hypothése H2 est naturellement vérifiée.



Théoréme 1 Siles opérateurs G et M vérifient les hypothéses H1 et H2, si la
condition initiale 3 de classe C' sur le bord initial T de Q) est positive ou nulle,
alors le probléeme

% = — G(u) % — M(u) v pour (t,x) € Q (3)
u(t,x) = B(t, ) pour (t,x) €T

admet une unique solution locale, c’est-a-dire définie sur [0,tmq.[%[a,b].

3 Etude de 'opérateur

Le processus itératif qu’on mettra en place dans le paragraphe suivant exige
I’étude d’un opérateur qui, essentiellement, consiste & résoudre une équation
de transport. C’est ce que nous allons faire maintenant, en démontrant des
majorations de Lipschitz qui seront indispensables plus loin.

Soit g et m deux éléments de &, tel que Og/dx soit aussi dans €. La fonction
3 est celle donnée dans l'introduction. On suppose g > g.

Proposition 2 Si g, dg/0x et m sont des éléments de £, avec g > g, alors le
probléme

% = —g(t,x) ‘g—;‘ — m(t,x) u pour (t,x) € Q 4)
u(t, ) = B(t, x) pour (t,z) €T

admet une unique solution dans &.

Le probléme (4) est une équation linéaire de transport. Sa résolution, par
la méthode des caractéristiques, est élémentaire. Nous allons revenir sur cette
construction dans la démonstration de la proposition qui suit.

Théoréme 3 Soit g1, g2, M1, M2, %, %, % et % des éléments de E tels
que g1 > g et g2 > g. Notons uy et us les solutions du probléeme (4) correspon-

dant, alors

Vt € [0,t0] , [luz —uile < tleillga — gulle + callma — malle)

Les formules définissant les réels c1 et co sont données plus loin.

Tout le reste de ce paragraphe est dévolu & la preuve de ce théoréme.
Rappelons tout d’abord le classique lemme de Gronwall sous la forme que
nous utiliserons :

Lemme de Gronwall : Soit f, et fo deux fonctions de classe C* sur un
domaine conveze D de R?. Soit u; et uy deuz fonctions définies sur [0,t]. On
suppose que pour tout t, les points (t,u1(t)) et (t,u2(t)) appartiennent a D.



Si, pour tout t, on a uy = f1(t,u1) et us = fo(t,uz), alors
luz = ur] < (lu2(0) —ur(0)| + ¢l fo = full ) **  avec K =|8f1/0ul|
ot la norme considérée est la norme uniforme.

Pour résoudre le probléme (4), on étudie le flot des caractéristiques. Celui-ci
est donné par le champ de vecteurs

{ dt/dr = 1
defdr = g(t(1),=(7))

Soit (¢,z) un point donné dans €. Notons (7, X (7)) la caractéristique passant
par ce point, c’est-a-dire vérifiant X (¢) = . Comme g > g > 0, la fonction X
est croissante et la caractéristique coupe I' transversalement en un unique point
qu’on notera B (voir figure). On notera tp et xp les coordonnées de ce point.
Onadonctg =0o0uzp=a.

t

(tx)
(1, X))

(v, X,m)

Figure 1 — Les caractéristiques de deux équations de transport voisines

On fait cette construction pour les deux équations (4); et (4)2, tous les objets
construits étant indicés par 1 ou 2. Quitte & échanger les deux problémes, on
peut supposer que tp, > tp,. (La situation représentée sur la figure est la plus
compliquée, avec xp, = a et tp, > tp, = 0). On note Bs le point de coordonnées
tp, =tp, et xp, = Xo(tp,) (voir figure).

Lemme 4 Les caractéristiques des deur équations sont proches au sens sui-
vant :
VT € [tp,,t] 5 [Xa(T) = Xa(7)] < cstllga —gull (5)

)

avec c3 = exp (t H%




Preuve On applique le lemme de Gronwall aux équations dx/dr = ¢1(7, x) et
dx/dT = go(7, ) pour comparer leurs solutions X;(7) et Xo(7) définies toutes
deux sur lintervalle [¢p,,t]. On obtient la majoration suivante :

[Xa() = X2(7)| < (¢ = 7)llga = g el 20/2710=0
qui donne aisément la majoration (5). |
Lemme 5 Les points By et By sont proches au sens suivant :
0 < zp, —xp, < cst]lg2 — gl (6)

cs
0 < tp —tp, < ;tllgz—gll\t (7)

Preuve La premiére chose & faire est d’appliquer la majoration (5) pour 7 =
tp,. On obtient

lzBs —zB,| < cstllg2 — gulle

Comme on a zp, < xp, < xp, (voir figure), on en déduit la majoration (6).
Pour majorer tp, —tp,, on procéde de la sorte :

tBl
g(te, —tp,) < / 92(1, X2(7))dr = zp, —xp, < T, —TB,

tBy

Ceci donne immédiatement la majoration (7). |

Pour poursuivre I’étude de ’équation de transport (4), on pose
VT € [tp,,t] , @1(T) = ui(T, X1(7))

Cette fonction est la solution de I’équation

%@1(7‘) = _901(7—) ml(Tle(T)) (8)

avec la condition initiale ¢;(tp,) = B(B1). On fait la méme construction avec
les objets d’indice 2. Pour comparer ces deux fonctions ¢; et @2 on va & nou-
veau utiliser le lemme de Gronwall. Auparavant, il faut estimer la différence des
valeurs initiales. C’est le but du prochain lemme.

Lemme 6 On a les majorations suivantes :

2]l < callBll 9)



avec cq = exp(t||ma||¢)-
C3C4
g

lpa(tn,) —@1(ts,)| < cs5t g2 — gl (11)

p2(tBy) — @2(ts, )| < 18I lmalle ¢ llg2 — g1lls (10)

ot c5 est défini par

- C3Cyq 1 66 5ﬁ
o = sl fmall + 5 |5 + |52

Preuve L’équation -t s = ||mal|;p2(7) est une équation majorante de I’équa-
tion (8)2. La majoration (9) en découle.

La seconde est une conséquence de l'inégalité des accroissements finis appli-
quée a la fonction o, et & l'utilisation des majorations (7) et (9).

Quant & la troisiéme, elle s’obtient en combinant (10) et une majoration de
|B(B2) — B(B1)| issue de I'inégalité des accroissements finis. |

Toujours dans le but d’utiliser le lemme de Gronwall, il faut majorer la
différence des équations (8); et (8)2. C’est le but du lemme suivant

Lemme 7 On a la majoration suivante :

VT € [0,t] , |ma(r, Xa(7))—ma(7, X1(7))| < collgz—g1lle + [ma—mall: (12)

avec cg = cst || Bgf ||t

Preuve C’est 'inégalité des accroissements finis appliquée & la fonction msy
qui donne ce résultat, grace aussi & la majoration (5). |

Pour démontrer le théoréme 3, il ne reste plus qu’a appliquer le lemme de
Gronwall aux équations (8); et (8)2 sur le segment [tp,,t]. Les formules (9) et
(12) donnent la majoration de la différence des fonctions, la formule (11) majore
la différence des conditions initiales. Le lemme de Gronwall donne alors

lp2(t) —e1(t)] < ((c5 + co)tllga — gulle + tllma — ma ) el ™21t

Ceci démontre le théoréme et donne les formules de ¢; et co : comme, dans
la preuve, les indices 1 et 2 ont été arbitrairement déterminés, les formules ci-
dessous sont légérement modifiées afin de leur redonner la symétrie naturelle du
probléme.

Formules de calcul des c; :

= (e[, 152
c3 = exp|tmaxy ||=— -
ox

ox

faary

J)

’
t



¢s = exp(tmax{[mlle mall.})
C3C4
cs = L) manc{ oo [} + —\ H H
EA RSN
cg = cstmax
cp = (C5+06)C4
Cy = (4

4 Meéthode du point fixe

Revenons au théoréme principal 1. Notons &; ’espace des fonctions continues
sur [0, ¢] x [a, b]., muni de la norme ||.||;. On définit un opérateur A de &; dans lui-
meéme ainsi : A(u) est I'unique solution du probléme (4) avec g(t, z) = G(u)(¢, x)
et m(t,z) = M(u)(t,z) :

{ P = = Gu) F(A(u) — M(u) A(u) pour (t,z) € [0.4] x [a,b]
A(u)(t,z) = B(t, x) pour (t,z) €T

(13)
Un point fixe de 'opérateur A est une solution du probléme (3) sur le domaine
[0,%] x [a,b]. On va appliquer une méthode du point fixe & cet opérateur.

Lemme 8 Sit est suffisamment petit, il existe des constantes positives C' et M
telles que C < 1 et

Vue& , |ulli<M = |AW)|i< M
Vui,ug € &, |uille < M et |Jusllt < M = || A(u2)—A(u1)|]: < Cllue—uqs -

Preuve du lemme Contrairement & la facon dont est énoncé le lemme, on va
pouvoir choisir M presque de facon quelconque : soit M tel que

M > sup |5(0,z)]
z€la,b]
Si ¢ est un réel quelconque, les opérateurs G et M sont définis sur &. Pour
tout couple w1, us dans &, on peut appliquer le théoréme 3 avec g1 = G(u1),
g2 = G(uz), m1 = M(u1) et mg = M(uz). L’hypothése H1 permet de majorer
les nombres ¢; uniformément pour tous les u de norme inférieure & M : en effet,

cz3 < ¢é3 = exp(t x(M))

cg < &4 = exp(t(KM + ||[M(0)]]:))
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C3C4

C5<E5:7

< 18] (KM + [|M(O)]:) + H%H N H%

Q| =

11 est facile de voir que les ¢; sont des fonctions continues croissantes de ¢ et donc
que t(¢ + é2)K + % est une fonction croissante continue de ¢. Sa valeur
en zero est %, a savoir (1/M)sup,cr, ) [3(0,2)|. Elle est donc inférieure
strictement & 1.
On choisit maintenant ¢ tel que
[A0) ¢

t(él +62)K+ T <1

et on pose
C = t(&l +52)K

On a bien sar C < 1.
Par construction, en appliquant le théoréme 3 aux couples (uq,us ou (u,0)
de fonctions de &, on a les majorations requises. |

Preuve du théoréme 1

Choisissons t, M et C' vérifiant les propriétés du lemme 8. La partie de &
constituée des fonctions de norme inférieure ou égale & M est un espace métrique
complet. Le lemme 8 assure que &; est stable par A, et que A est contractant.
Donc A admet un unique point fixe. On a donc trouvé une solution locale au
probléme.

L’unicité découle du méme raisonnement. |

5 Retour au modéle de dynamique de popula-
tions

Pour appliquer la théorie précédente a ’équation (1) qui a motivé cette
étude, il nous faut préciser les opérateurs G et M. Ils sont donnés par un calcul
utilisant les propriétés classiques du produit de convolution (changement de
variable ¢ — x — ¢, et intégration par parties). Ce calcul est élémentaire bien
que les expressions soient un peu longues. Il donne

o0

Gu)(t,z) = effAe(o‘_l)f”/ elp(x — q)u(t, q)dq

— 0o
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Mu)(t.) = 4 [ " e — a)ult,)dq +

+ KoppAela—De / e (1 - a)p(z — q) — ¢'(x — @) ult, 0)dg

—o0
Dans l’article [BR04], on a fixé plus ou moins arbitrairement des tailles minimum
et maximum. Ce sont les valeurs a et b de la théorie ci-dessus. On a di aussi
imposer la dynamique de population du plancton (et autres petits organismes) :
c’est la fonction 3 de la théorie-ci-dessus, sur le domaine z < a.

On peut remarquer que les opérateurs G et M du modéle sont indépendants
du temps. La raison en est que nous avons supposé que les lois d’évolution de
la population n’ont pas de mémoire : ’accroissement de population & 'instant ¢
ne dépend que de la population & 'instant ¢. Peut-étre, dans ’avenir, y aura-t-il
des modéles de dynamique faisant intervenir un retard. La théorie de cet article
pourrait encore d’appliquer. Quoiqu’il en soit, cette propriété permet de ne pas
tenir compte de l'indice ¢ dans le calcul des normes.

Montrons que I’hypothése H1 est vérifiée. Les opérateurs G et M sont li-
néaires. On peut facilement calculer la valeur de la constante K en fonction des
parameétres du modeéle. Cependant, cette valeur est désastreuse : elle est propor-
tionnelle, entre autres, 4 ¢®® qui n’a aucun sens écologique, car dépend du seuil
arbitraire b. De plus, sa valeur est trés grande, ce qui ménera, aprés estimation
de toutes les constantes ¢; & un temps t,,,, trés petit.

La majoration des dérivées a% est immédiate avec I’écriture donnée de G et
M.

L’hypothése H2 est moins évidente. Elle est d’ailleurs contradictoire avec
l’existence de solutions stationnaires nulles sauf sur certains intervalles qui ont
été étudiées dans I’article [BR0O4]. Cette hypothése indique, comme nous ’avons
déja remarqué plus haut, que le terme de transport (i.e. la croissance) est uni-
formément minoré. Dans le modéle, il signifie que les populations de poissons
ont toujours de la nourriture. Mathématiquement, cela provient du fait que la

fonction "

KEffAe(a_l)x/ elo(x — q)B(t, q)dgq

—0o0
est minorée par une constante non nulle. Cela correspond & un phénoméne pour-
tant improbable dans la nature : la croissance de gros poissons nourris unique-
ment avec du plancton...
Pour conclure, il faut avouer que le résultat mathématique démontré dans cet
article n’intéressera sans doute pas beaucoup les écologistes. En effet, ces der-
niers acceptent sans hésiter ’existence d’une solution locale (c’est-a-dire définie
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sur un certain intervalle de temps, malheureusement trés mal précisé). La ques-
tion naturelle qui se pose est : cette solution est-elle défionie jusqu’a t = +o00?
Dans le cas contraire, quel phénoméne apparait & 'extrémité du domaine de dé-
finition 7 La fonction u prend-elle des valeurs infinies ? ou (plus vraisemblable)
la dérivée % devient-elle infinie ?
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