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�VJ/.�0H:I47. �®2

a0 ∈ R, y0 ∈ C1 2I8 ∀x, Φ(x, y0(x), a0, 0) = 0
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u := y − y0

α := a − a0-/AHJ�6B>N474�.103AH-�6 >NF1A34E6-) J/-�2<:��VJ�>_87.9AH- ;/2<F1>�deA347i@2

εu′ = Ψ(x, u, α, ε)
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∀x, Ψ(x, 0, 0, 0) = 0
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∂

∂u
Ψ(x, 0, 0, 0)
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

< 0
6�.

x < 0

> 0
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x > 0
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∂uΨ(x, 0, 0, 0)
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xp(C + T (x))
>R032cC

C > 0
2I8

T (0) = 0
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 J/.98
872 ) 2��h2cC 8�J�2I4BJ/- CED�>3-/²325i 25-V8*;�2�0_>N47.O>Ng/F12�6�J/4
x
« -/A3J®6BCfA3-®6
.O;�:I472I47A3-®6!�VJ/2<Cf2�872I47i 2�2c6 8

(p + 1)xp « ;�A3-®C
�VJ/2 ∂

∂uΨ(x, 0, 0, 0) = (p + 1)xp `
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Ψ(x, u, α, ε) = αT1(x, α) + u ((p + 1)xp + αT2(x, α) + uT3(x, u, α)) + εT4(x, u, α, ε)
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αT1(x, α) = αxL +

∑

i αkixli
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256
8#J/-�25-V8�.12I4 Z�>N.14#.1-�de:54�.12IJ/4-)
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εT4(x, u, α, ε)
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εu′ = (p + 1)xpu + αxL +
∑

i

αkixli + εP (x, u, α, ε)
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C∞ 2I-
η := ε1/(p+1)

>NJ F1.925J±;/2
ε
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ηp+1u′ = (p + 1)xpu + αxL +
∑

i

αkixli + ηp+1P (x, u, α, η) 
 U��
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8�2I-®Cf2�;/2�6�A3F1J�8�.1A3-�6
(α, u)
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u0(x) = 0
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J�.90H2I-V8#i@A3-V874�25-H8-�HJ�2IF��HJ�256�8747>�� 25Cf8�A3.147256 « 6
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F�� :��HJ®>_8�.1A3-
εu′ = x5u+αx4 + εx2 >R032cC

ε = 0.1
«
−5 < x < 5

« 2f8
−1.5 < u < 1.5
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α
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α = −2

2I8
α = −0.186172

������� U
	 W#D�>3i Z ;�2c6B6
AHF9J/8�.1A3-�6*ZhA3J/4
α = −0.186171

2f8
α = 1

W#256	��²3J/47256�Zh2I47i@2f8�8�2I-V8 ;/2�CfAH-�� 25Cf8�J/472I4��VJ/2�F1256©0_>3F925J/476 )BCI>N-®>N4E;
0K.1032I-V8!;/>3-�6©F�� .1-V8�254�0_>NF1F12
]−0.186172,−0.186171[

`

�
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�
��� � � �/(+�!� ���! "� �
�����
�©� �����
3KAH. 8

Ω
J/-uAHJ/03254
8±;�2

R
4 CfAH-V8�2I-®>N-V8 S�« 2I8±6�A3.12I-V8 >3F9AH476 (x0, A, B, η̃)

« 8�AHJ�6±6 874�.OC 872Ii@2I-V8yZhAH6�.98�.9d�6 « 8�25F16 �VJ/2
[−x0, x0] × [−A, A] × [−B, B] × [0, η̃] ⊂ Ω

`

+�>N-�6�F1>�6
J/.98�2 «
E
;�:56�.9²H-/2I4E>@F�� 25-�6
25iXg/F12X;�2c6+deAH-�C 87.9AH-�6+47:I25F9F1256�CfAH-H87.9-KJ/2c6
6�J/4

[−x0, x0]
« 2I8�-/AHJ�6+F12Xi�J/-/.O6�6�A3-®6

;�2<FO> -/A347i@2
||v||∞ := supx∈[−x0,x0]{|v(x)|}

`
=7� 2I-®6
25iXg/F12

R × E
6�2I4E> « �VJ�>3-V8�) F1J/. « iXJ/-�.!;�2�F1>@-�A347i 2

|(β, v)|∞ := max{|β|, ||v||∞}

L J/-�.16+;/2�CI256B-�A347i 2c6 « F1256B2c6
Z®>3Cf2c6
(E, ||.||∞)

2f8
(R × E, |.|∞)

6�A3-V8*8�AHJ�6B;�25J�Y ;�2c6*256�Z�>3CI256B;�2(8*>N-®>3CED�`

W#A3-/deA347i :5i@2I-V8�>3J�YX-/A387>N8�.1A3-�6�J�87.9F1.16�:I2c6�;/>N-®6 FO>�6
2cC 87.9AH-XZ/47:5CI:5;�25-H872 «
p
256
8�J/- 2I-V8�.12I4�.1i Z®>N.14 « 2I8

L
256
8�J/- 2I-V8�.12I4

Z�>3.94*872IF �VJ/2
L < p

`
�+AHJ�6 -/AN872I47A3-�6�Z�>N4

s(x, α)
F12�Z®AHF��K-;&Hi 2 ∑

i αkixli
A�
 « ZhA3J/4#8�AHJ�8

i
«
li
2f8

ki
6�A3-V8 ;/256 2I-V8�.12I4E6�8�2IFO6 �VJ/2

li > L
«

2f8
ki ≥ 1

`
�+AHJ�6B6�J/Z/ZhAH6�A3-�6��VJ/2

P
256
8*J�-/2�deA3-�Cf8�.1A3- ;�2<CfFO>3676�2

C∞ ;�2
Ω
;�>N-�6

R
`

. A3J/4*87A3J�8
M > 0

« -/A3J�6B;/:56�.9²H-/2I47A3-�6 Z�>34
BM

F�� 25-�6�2IiXg�F92
{v ∈ E; ||v||∞ ≤ M}

`

�+A387>N8�.1A3-z[
. A3J/4

η ∈]0, η̃[
« -/A3J®6<-/AN87A3-�6

Ξη
F1>M4�25F1>N8�.1A3-�;�: ��-�.92 « ZhA3J/4

(β, v)
2I8

(α, u)
:IF1:Ii@2I-V8E6r;�2

[−B, B] × BA
« Z�>N4

(β, v)Ξη(α, u)
6�.©2f8
6�2IJ/F12Ii@25-H8
6�.

u
256
8
;�:54�.10_>Ng/F12<6
J/4

[−x0, x0]
2f8 « ZhA3J�4B8�AHJ�8

x ∈ [−x0, x0]
[







ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL + s(x, α) + ηp+1P (x, v(x), β, η)

u(x0) = 0 = u(−x0)

��� ¯K¥����C<�������� ?A@NQ�Ez?A@NE
δ1 ∈]0, B[

S�E
δ2 ∈]0, A[

' IZ]
SbtUIuBYETS
η0 > 0

ETS!]�d�@HS('7O,?A@NQ�Ez?A@NE
η ∈]0, η0[

'W] RxQbS�]^RJEFIK?JL
(β, v)Ξη(α, u)

IZL0GJ@NIZEy@NL0S RPOUO0]hIK\`RJEFIK?JL
Ξη : (β, v) 7→ (α, u)

GUS
[−δ1, δ1] × Bδ2

GlRJLHB�]h@NI! Tj#"�jxS |
& S�O7]h@CB 'r\PS�EFEzS RPOlO7]hIK\`RJEFIK?JL S!B`E�\`?JLHEFQbRU\!ETRJL6EzS)O,?A@NQe]^R�GAIuBYEzRAL0\`S RJB`B!?;\�IKDPS"X ]^RxL7?JQYjxS

|.|∞
|

3KAH.925-H8
δ1 ∈]0, B[

«
δ2 ∈]0, A[

« 2f8
η0
;�A3-�-/:<Z�>N4*F12�8�D/:5A347³Ii@2 « Z�4�25-/A3-�6

η ∈]0, η0[
`

. J/.O6��HJ�2
[−δ1, δ1] × Bδ2

2c6 8+J�-�de254�i@:<;�2<F�� 2c6
Z�>HCf2�;�2 8*>N-�>HCED
(R ×E, |.|∞)

« A3- 2I- ;�:5;/J/. 86�VJ/2
Ξη

>3;�i@2I8*J�-
ZhA3.1-H8���YK2

(αη , uη) ∈ [−δ1, δ1] × Bδ2

`
W#2 �VJ/.©Zh2I47i 2I8
>NF1A34E6*;	� :cCf47.9472







ηp+1u′
η(x) = (p + 1)xpuη(x) + αηxL + s(x, αη) + ηp+1P (x, uη(x), αη , η)

uη(x0) = 0 = uη(−x0)

 ¨ �

��¥��_¥h���°�/¡$���%�&�'� ?A@NQ�Ez?A@NE
δ1 ∈]0, B[

S!E
δ2 ∈]0, A[

' IZ] SPtUIuB`ETS
η0 > 0

EzS�]=d�@HS '7OH?J@NQ�ET?J@NE
η ∈]0, η0[

' ]^S�B #_BYEzi�j"S
(*),+ RlGAj"S�Ey@NL0S�@NL6IKd!@HS%B�?J]h@NEFIK?JL

(αη , uη) ∈ [−δ1, δ1] × Bδ2

|
& S�O7]h@CB '

δ := min{δ1, δ2}
D!ETRJL6E
V tCD '�]^R%�!RJj IZ]Z]^S

(uη)η∈]0,η0[
\`?AL�-JS!Qqa{S�@NLHI �!?AQYj"D�jxS!L6E.-JS�Q`B

0
BY@NQ

[−t0, t0]]^?AQ`B!d�@HS
η
ETS�L0G/-JS�Q`B

0
|

. A3J/4y8�AHJ�8
δ′ ∈]0, δ[

« F12�87D/:IAH4�³5i 2 P i@A3-V874�2 F�� 2fY�.O6 872I-�CI2z;	� J/-
η′
0 > 0

8�25F �VJ/2 « Z®AHJ/4 CED�>��VJ/2
η ∈]0, η′

0[
«

F�� >3Z/Z/F1.1C5>_8�.1A3-
Ξη

>3;�i@2f8+J�- J�-/.��VJ/2<ZhA3.1-V8 �/Y�2
(α′

η , u′
η)
;/>N-®6

[−δ′, δ′] × Bδ′

`
W#A3i@i@2 « ZhA3J�4B8�AHJ�8

η ∈]0, min{η0, η
′
0}[
« AH- >

(α′
η , u′

η) = (αη , uη)
« A3-±2I-y8�.14�2 �VJ/2

||uη||∞ ≤ δ′
`

1



�
� � � �
���/�B��(
���
���
�H�����
�
���®� �
� ���/� 	����! "�
�+AHJ�6<-/AHJ�6�Z/47A3ZhAH6�A3-�6�;�2jZ�4�AHJ/03254�J�- 87D/:IAH4�³5i@2 2IYK8�2I47-/2 
 4�:c6
J/F987>N8<-/A3-�6
87>3-�;/>347; � 6�J���6�>3-V8�ZhA3J�4X;�:5;/J/.9472jF128�D�:IA347³Ii@2 P `
=7� .1-H87:I4��f8 Z/47.1-�Cf.1Z�>NF/;/2
Cf2I8
8�2+>3Z/Z/47A�CED/2*256
8�;�2BZ®254�i@2I8
8�472BJ/-/2Bij>3-/.9Z�J/F1>N8�.1A3-@Z/F1J�6 >3.16�:I2+;�2c6�A34E;�47256�;�2B²H47>3-�;�2IJ�4
67>N-�6B>R0HA3.14-) .1-H874�A�;�J�.9472<;�2rCfAH-�6 8E>N-V8�2c6*>N4�8�.��®Cf.12IF1F92c6I`
+�>N-�6�CI2 g�J�8 « -�A3J�6�J�87.9F1.O6
AH-�6�F�� >N-®>NF��K6�2 -/A3-�6
87>3-�;/>347; « ;�>N-�6�FO>�0H2I4E6
.1A3- �43�5 
 � -V8�254�-�>3F;3K2f8 5*D/25A34�� � ;/J/2�)��
2IFO6
AH-

 0HA3.14(" Q�# � `W#2rCI>H;�472�Zh2I47i@2f8
;	� J�8�.1F1.16�2I4BF1256BAH47;/4�2c6 ;/2�²H47>3-�;�25J/4B6
J/.10_>N-V876�[
a�=�2�i@AN8�BYEzRAL0GURJQbG ;�:c6
.1²3-/2�87A3J�8+AHg � 2f8BJ�6�J/2IF `
a�,+-±-/A3i�g/472�47:I25F

x
256
8+;�.98�IZL}VWLHIZjxS!L6E alQbRJL7Gy6�� .9F©2c6 8+Z/F1J�6B²H47>3-�; « 25- 0_>3F925J/4+>Ng�6�A3F1J/2 « �HJ�2�87A3J�8+-�A3iXg�4�2�47:I2IF

6 8E>N-�;/>347;�`
� -y-/A38�2

x ' ∞
`

a�,+-±-/A3i�g/472�47:I25F
x
256
8+;�. 8 ]hIZj IZETDr6�� .9F�- � 2c6 8BZ�>H6B.9-;��-/.1i 25-V8+²34E>N-�;©`

� -y-/A38�2
x = £

`
a�,+-�-/A3i�g/472�47:I25F

x
2c6 8r;�.98 IZL}VWLHIZjxS!L6E
OHS!EFIZE�6�� .9F 2c6 8<Z/F1J�6�Zh2f87. 8 « 2I-�0_>NF12IJ/4<>3g�6
AHF9J�2 « �VJ/2 8�A3J/8r-/A3i�g/4�2 47:I2IF

6 8E>N-�;/>347; 6
8�47.1Cf8�2Ii@25-H8BZhAH6�. 87. d `
� -y-/A38�2

x ' 0
AHJy25-�CfAH4�2

x = �
`

a�,+-±-/A3i�g/472�47:I25F
x
256
8+;�. 8"RPOlO7QbD`\!IKRUk!] S�6�� .9F�- � 2c6 8B-/.�.1-���-�.9i@2I-V8+Zh2f87. 8 « -/.�.1-���-�.9i@2I-V8+²H47>3-�;©`

� -y-/A38�2
x = @

`
+�:56�A347i@>3.16 « -/A3J�6*6�J/Z/ZhAH6�A3-�6-�VJ/2

η
256
8BJ/-�-/AHiXg/472�4�:52IF�6 874�.OC 872Ii@2I-V8BZ®AV6
.98�.9d!.1-���-/.1i@2I-V8BZ®2I8�.98��/Y�: « �VJ/2

p
«
L
«
s2f8

P
6
AH-H8�6
87>N-®;/>N4E;j`�� F�2I-@;�:cCfA3J�F92 �VJ/2*F�� A3-�Z®25J�8�6
J�Z/Z®AV6
254 �VJ/2

x0
«
A
«
B
6�A3-V8�8�47A3.O6!:5F925i 25-V876�6
87>N-®;/>N4E;X;�2

R
∗
+

`

=�2�Z�>347>3i@³f8�472
η
:f8E>N-V8��/Y�: « -�A3J�6*-/A38�AH-�6

Ξ
FO>@4�25F1>N8�.1A3-

Ξη
« ;�:���-/.12�Z�>N4<[

(β, v)Ξ(α, u) ⇔ u
2c6 8+;�:54�.10_>Ng/F12<6
J/4

[−x0, x0]
2f8 « Z®AHJ/4*8�AHJ�8

x ∈ [−x0, x0]
[







ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL + s(x, α) + ηp+1P (x, v(x), β, η)

u(x0) = 0 = u(−x0)

��� ¯K¥����C<���� ��� ?A@CB�] SYB�m #POH?JE m,i!B�SYB�O7QbD`\`DPGUS!L6EzS!B 'r?JL Rx]^S!ByO0Qb?`O0QYIKD�EzD!B�BY@NI!-_RALHETSYB	�
 �
�RxQbS!] RJEFIK?JL

(β, v)Ξ(α, u)
IZL7GJ@NIZEr@NL0S%R`OlO0]vIK\PRAEqIK?AL

Ξ : (β, v) 7→ (α, u)
GUS

[−B, B]×BA
GlRAL,B�]h@NI! Tj/"!jxS%d�@NI

SYBYE�\P?ALHEFQbRl\�ETRJLHETS�GUS"\P?AL,BYETRJLHETS�GUS \`?ALHEFQbRl\�EqIK?AL�Dza{RJ]^S X
£η
'7O,?A@NQ�]^R.GAIuBYEzRAL0\`S RJB`B!?;\�IKDPS"X ]^R L7?JQYjxS

|.|∞
|

 �
�[ IZjxR�a{S
Ξ ([−B, B] × BA)

SYBYE�\P?ALHETS!L6@HS�GURJL,B�]s[ S�L,B�S�j"k�]^S"SPtlETS�QYL0S

{(α, u) ∈ R × E : |(α, u)|∞ = £η}

��¥��_¥h���°�/¡$����� ��
 ] SbtUIuBYEzS�@NL&@NL6IKd!@HS
α ∈ [−B, B]

'rS!Er@NL&@NLHIKd�@HS
u ∈ BA

' ETS!]hB%d�@HSyOH?J@NQ�ET?J@NE
x ∈ [−x0, x0]

�







ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL + s(x, α) + ηp+1P (x, u(x), α, η)

u(x0) = 0 = u(−x0)

(α, u)
S!BYEr@NL7SeB�?J]h@NEFIK?JL \`RJL0RAQbG.GUS (*) + |

� ?JL6EqQb?AL,B�d�@HS�]^S�EZmHD`?JQbi�j"S	�.IZjgO0]vIKd!@HS ]^S E m,D`?JQbi�jxS����
3KAH. 8

δ ∈]0, min{A, B}[
« 6 8E>N-�;/>347; « >NF1A34E6 « Z®AHJ/4 87A3J�8

η0
6 874�.OC 872Ii@2I-V8�ZhAH6�.98�.9d�.9-��®-/.9i@25-H8 Z®2I8�.98 « FO>rCfAH-�CfF1J�6�.9AH-@;/J

8�D�:IA347³Ii@2 P 256
8+03:54�.���:I2H`
. >N4+>3Z/Z/F1.1C5>_8�.1A3-±;�J±Z/47.9-®Cf.1Z®2<;�2�8747>3-�6 de254
8 « A3- 2I- ;�:c;�J/.98+F92�87D/:IAH4�³5i 2 P `

Q



. 472IJ/0H2<;�J CfA347A3F1FO>N.14�2 U [
ª -�>3Z/Z/F1.��VJ�>3-H8rF12@8�D�:IA347³Ii@2�;�J ZhA3.1-V8(�/Y�22)±F�� 2c6
Z�>HCf2jCfAHi@Z/F92I8�6
87>N-®;/>N4E;

[−B, B] × BA
« 2I-z87>3-V8��HJ�2�6
AHJ�6
a

256�Z�>HCf2+de254�i@:�;�2�F�� 256�Z�>3CI2�;�2 8 >3-�>3CED
R×E

« A3-y2I-�;/:5;�J/.98��HJ�2
Ξ
>H;�i@2f8*J/-�J�-/.��VJ/2�Z®AH.9-V8-�/Y�2�F1.1i .98�: « �HJ�.h2c6 8

F12rCI>N-®>N4E;�4725CED/2547CED/:H`
ª 8 « 4�:cCf.1Z/47A �VJ/25i@2I-V8 « F12rCI>3-�>N4E;�6�� AHg�8�.12I-V8BZ�>34+CI>NFOCfJ�F�;�J±Z®AH.9-V8��/Y�2<;�2rCf2I8
872r>NZ/Z/F1.OCI>_87.9AH-�`

¬



� � ����	������������ �(	�����
��	����	���
���� �

G �®-�;�2
;�:5i@A3-V8�472I4 F12+87D/:IAH4�³5i@2 U�« -/A3J�6�.9-V874�A�;�J/.O6�A3-�6 ;�>N-�6�J/-jZ/472Ii@.9254 872Ii@Z�6#J/-/2
>3Z/Z/F1.1C5>_8�.1A3-j.1-V8�254�i@:5;/.1>3.9472
Θ
;/A3-V8+F�� :f87J�;�2<-/AHJ�6*Zh2I47i 2I8
8747>@;	� 2I- ;�:c;�J/.14�2�F1256*Z/47A3Z/47.1:f8�:c6*4�2cCED/2I4ECED/:5256 ;�2<F1>�deA3-®C 8�.1A3-

Ξ
`

�
��� 
 �/�
�+� �
�����
���/������� ����� ��� ���������
�����/� ���
Θ

�gD!BY@N]hETRJE7O7QbDzOHRJQPRJET?JIZQbS �
. A3J/4+CED®>��VJ/2

k ∈ N
« -/A38�AH-�6

Jk :=

∫ x0

−x0

ξke−(ξ/η)p+1

dξ

� - 4�25i@>34��VJ/2 �VJ/2 « F9AH476��VJ/2
k
2c6 8B.1i Z®>N.14 «

Jk = 0
2I86�VJ/2 « F1A34E6��HJ�2

k
256
8+Z�>N.14 « A3-±>

Jk = 2
ηk+1

p + 1

∫ (x0/η)p+1

0

s(k−p)/(p+1)e−sds

+�Jyd�>3. 86�VJ/2
x0/η ' ∞

« A3-±2I-±;�:c;�J/.98��VJ/2

Jk = 2
ηk+1

p + 1

(

Γ(
k + 1

p + 1
) + �

)

= @ηk+1

A�

Γ
;�:c6
.1²3-/2�FO>�deA3-�Cf8�.1A3-±²H>3i ij>

Γ(z) :=
∫ +∞

0
sz−1e−sds

`
G .1-�6�. « Z®AHJ/4*8�AHJ�8

k ∈ N
«

Jk = £ηk+1

�+A38�AH-�6B>NJ�676�.��HJ�2 « 6�.
||Q||∞ = £

« >3F9AH476
∣

∣

∣

∣

∫ x0

−x0

Q(ξ)e−(ξ/η)p+1

dξ

∣

∣

∣

∣

≤ ||Q||∞J0 = £η

� �_¥��#¥® c¡e¤c¡�¥h¦��&�	� ?JIZE
Q ∈ C0([−x0, x0], R)

' EzS�]Z]^S d!@HS
||Q||∞ = £

|
� ]^?AQ`Be] S�O7Qb?lk�]^i�j"S"RJ@lt.]hIZj IZEzS!B







ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL + s(x, α) + ηp+1Q(x)

u(x0) = 0 = u(−x0)

RlGAj"S�Ey@NL0S�@NL6IKd!@HS%B�?J]h@NEFIK?JL
(α, u) ∈ R × E

EzS�]Z]^S d!@HS
α
B�?AIZEr]hIZj IZETD}|

& S�O7]h@CB '
α = £ηp−L+1 |

. A3J/4BCED�>'�VJ/2
Q ∈ E

872IF��VJ/2
||Q||∞

6
AH. 8BF1.9i@.98�: « A3-y;/:56�.9²H-/2I4E>X;�:c6
AH4�ij>3.16#Z�>N4
Θ(Q)

F12�CfA3J�Z/F92
(α, u) ∈ R×E>N.1-�6�.©A3g�872I-KJ�`

. 472IJ/0H2<;�2<F1> Z/47A3ZhAH6�.98�.1A3-�[
� ?JL6EqQb?AL,B�d�@HS

Θ
SYBYE)k!IKS�L�GUDKVWLHIKS��

=!>@6�A3F1J�8�.1A3-
(α, u)

;�2<F�� :��HJ®>_8�.1A3- 
 U'� [

ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL +
∑

i

αkixli + ηp+1Q(x)

>3;/i 2I8
8E>N-V8+CfA3i@i@2rCfAH-�;�.98�.1A3- .9-�. 87.1>3F92
u(−x0) = 0

2c6 8

u(x) =
1

ηp+1
e(x/η)p+1

∫ x

−x0

(αξL +
∑

i

αkiξli + ηp+1Q(ξ))e−(ξ/η)p+1

dξ

´



W#A3i@i@2�2IF1F92r;/A3.98
>NJ�676
.�0H:I47. ��254��HJ�2
u(x0) = 0

« AH-y25- ;�:5;�J�. 86�VJ/2

0 = α.

∫ x0

−x0

ξLe−(ξ/η)p+1

dξ +
∑

i

αki .

∫ x0

−x0

ξlie−(ξ/η)p+1

dξ + ηp+1

∫ x0

−x0

Q(ξ)e−(ξ/η)p+1

dξ 
 T �

��.9-®>NF12Ii@2I-V8 « 2f8+;�2<Z�>34BF92c6*256
8�.1i@>N8�.1A3-�6*Z�4�:cCf:5;/2I-V8�2c6B6
J/4BFO>�deA3-�Cf8�.1A3-
Jk
« F�� :��VJ�>_87.9AH- 
 T � 6�2�i 2I8
6
AHJ�6*FO>XdeAH4�i@2

α.@ηL+1 +
∑

i

αki .£ηli+1 + ηp+1.£η = 0

 J/2�F�� AH- 47:I:cCf47. 8
α.@ +

∑

i

αki .£ηli−L + £ηp−L+1 = 0

=�2�F12Ii@i@2r6
J�.90_>N-V8+Zh2I47i@2f8+>NF1A34E6*;�2rCfAH-�CfF1J/472 [
� �C< < � �&�	� ?JIZE

Π ∈ R[λ]
'yGUS GUSFalQbD

n
BYEzRAL0GlRAQbG 'rEzS�]�d!@HS

Π(λ) =

n
∑

j=0

ajλ
j

R�-JS`\
a1 = @

'rS!E
∀j 6= 1, aj = �

� ]^?AQ`B
P
RUGJjxS!E�@NL0S S!Er@NL0S�B!S�@N]^S�QbRl\�IZL0S�]hIZj IZEzD`S('yS�E�\`S�]Z]^S  s\�IrS!BYEWIZL}VWLHIZETDYBYIZjxRJ]^S;|

. 472IJ/0H2<;�J±F925i i@2j[
� -±> « ZhA3J/4*87A3J�8+47:I25F�6 8E>N-�;�>N4E;

λ
[

Π(λ) ' @λ

. >N4@6
J�. 872 « F92�8�D/:5A347³Ii@2y;/256 0_>NF12IJ/4E6X.1-V8�254�i@:5;/.1>3.947256X.9i@Z/F1.��VJ/2 �VJ/2
Π
>3;/i 2I8@>3J�i@A3.1-�6 J/-/2 47>HCf.1-/22�VJ/.B6�A3.98

F1.9i@.98�:I2 « 2f8
CI2IF1F92IabCI.©256
8+Z/47AKCED�2�;�2
0
`

+�2yZ/F1J�6
Π
256
8 i@AH-/AN87A3-/2yF9AH476��VJ/2

λ
47256
8�2�F1.1i .98�: « CI>N4@67>�;�:54�.103:52

Π′ 6�� :5CI4�.98 >3F9AH476 @ + � 6' 0
« 2f8j>N.1-�6
.

Π-�� >3;�i@2I8
>NJ�CIJ/-/2<>NJ�874�2�4E>3CI.9-/2�F1.9i@.98�:523`

� ?JL6EqQb?AL,B�]s[ S!BYEqIZjxRJEFIK?JL GlS ]s[ ?JQPGJQbS"GlS�alQbRJL7GlS�@NQ�GlS
α
�

�+AHJ�6B>R03AH-�6 i@A3-V8�47:(�HJ�2
@.α +

∑

i

αki£ηli−L = £ηp−L+1

ª 8E>N-V8*;/A3-/-/: �VJ/2
-/AHJ�6 >R03A3-®6�F�� 2fY�.O6 872I-�CI2
2I8 F�� J�-/.1CI. 87:�;	� J/-
α
.1-���-�. 87:56�.9ij>NF �VJ/.©6
AH. 8*6
AHF9J/8�.1A3- « 4�2cCED/2I4ECED/A3-®6 6
AH-

A34E;�472�;/2<²34E>N-�;�25J/4�[
=7� :��VJ�>N8�.1A3-

α +
∑

i

αki£ηli−L = £ηp−L+1

6�2�47:I:cCf47. 8
α

(

1 +
∑

i

αki−1.£ηli−L

)

= £ηp−L+1

=�2<6�25CIA3-�;�8�254�i@2r;�2�FO>j6
AHi i@2�:f8E>N-V8B.9-;��-/.98�:56�.1i@>3F « CI>N4
ki ≥ 1

2I8
li > L

« A3- 2I-±;�:5;/J/. 8 �HJ�2

α = £ηp−L+1
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>�?A@CB�jx?JL6EqQP?JL,BejxRJIZLHETS�L0RJL6Er] S \`RJQPRl\�Ezi�QbS�]hI O6B�\`mCIZE��!IKS�L�GlS
Θ
�

� �_¥��#¥® c¡e¤c¡�¥h¦ � ��� ?AIKS!L6E
Q1

S!E
Q2

GUS!@lt D�]^S�j"S�LHEqB�GUS
C0([−x0, x0], R)

EzS�] B�d�@HS
||Q1||∞ = £

S�E
||Q2||∞ = £

'
RJ] ?JQ`B

|Θ(Q2) − Θ(Q1)|∞ = £η||Q2 − Q1||∞

. 472IJ/0H2@[
ª CI4�.103AH-�6

(αj , uj) := Θ(Qj)
«
j ∈ {1, 2}

« FO> Z/4�AHZ®AV6
.98�.1A3- P >��j47i 2�F12IJ/4B2IY�.16
8�25-�Cf2H`
⊗
ª 8�J�;�2�;�2

|α2 − α1|
[

ª -±472IZ/472I-�>3-V8*F1256BC5>NFOCfJ/FO6B;�2�FO>@Z/4�AHZ®AV6
.98�.1A3- P A3- > « ZhA3J/4
j ∈ {1, 2}

[

0 = αj .

∫ x0

−x0

ξLe−(ξ/η)p+1

dξ +
∑

i

αki

j .

∫ x0

−x0

ξlie−(ξ/η)p+1

dξ + ηp+1

∫ x0

−x0

Qj(ξ)e
−(ξ/η)p+1

dξ

. >N4+;�.���:I472I-�CI2 «
0 = (α2 − α1).

∫ x0

−x0

ξLe−(ξ/η)p+1

dξ + ...

... +
∑

i

(αki

2 − αki

1 ).

∫ x0

−x0

ξlie−(ξ/η)p+1

dξ + ηp+1

∫ x0

−x0

(Q2(ξ) − Q1(ξ))e
−(ξ/η)p+1

dξ

ª -±:5CI4�.10_>N-V8
αki

2 − αki

1 = (α2 − α1)πki
(α1, α2)

2f8 « 6
25F9AH-yF12<F12Ii@i@2 ¨ ;/A3-/-/:�25-±>3-/-/2IYK2 «

0 = (α2 − α1)

(

@ηL+1 +
∑

i

πki
(α1, α2).£ηmin{li,p}+1

)

+ ηp+1

∫ x0

−x0

(Q2(ξ) − Q1(ξ))e
−(ξ/η)p+1

dξ

W#2 �VJ/2�F�� A3- 47:I:5CI4�.98 « Z®>N4+;�.10K.16�.9AH-yZ®>N4
ηL+1 «

0 = (α2 − α1)

(

@ +
∑

i

πki
(α1, α2).£ηmin{li,p}−L

)

+ ηp−L

∫ x0

−x0

(Q2(ξ) − Q1(ξ))e
−(ξ/η)p+1

dξ

� 4 «
ηmin{li,p}−L :f8E>N-V8 .1-���-�. 87:56�.9ij>NFB2I8

πki
(α1, α2)

256
8jF9.1i@. 87: 
 CI>34 α1
2f8

α2
6
AH-H8@.1-���-/.98�:c6
.1ij>NJ�Y � « AH-$25-

;�:c;�J/.986�HJ�2
@(α2 − α1) + ηp−L

∫ x0

−x0

(Q2(ξ) − Q1(ξ))e
−(ξ/η)p+1

dξ = 0

ª 8 « Z�>N4+6�J/.98�2 «
|α2 − α1| = £ηp−L.2

∫ x0

0

e−(ξ/η)p+1

dξ.||Q2 − Q1||∞

+�A3-�C « 2f8+6�2IF1A3- F92<F12Ii@i@2 U ;�A3-/-�:�25- >N-/-/2IY�2 «

|α2 − α1| = £ηp−L+1.||Q2 − Q1||∞

⊗
ª 8�J�;�2�;�2

||u2 − u1||∞
[

�+AHJ�6 8�4E>R0_>N.1F9F12I47A3-®6 6�J/4
[0, x0] 
 
�S�QbD!BY@N]hEzRAE BY@NQ [−x0, 0]

B!S�jx?JLHEFQbRALHErGUS�j/"�j"S;| �
=!>@6�A3F1J�8�.1A3-±;�2<F�� :��VJ�>_87.9AH- 
 U�� >3;�i@2I8
87>3-V8
CfA3i@i@2<CfAH-�;�.98�.1A3-±.9-�. 87.1>3F92 u(x0) = 0

2c6 8

u(x) =
1

ηp+1
e(x/η)p+1

∫ x

x0

(αξL +
∑

i

αkiξli + ηp+1Q(ξ))e−(ξ/η)p+1

dξ

Cf2(�VJ/.�Zh2I47i@2f8
;�2r;/:5;�J/.1472 �VJ/2 « Z®AHJ/4B87A3J�8
x
[

|u2(x) − u1(x)| ≤
1

ηp+1
e(x/η)p+1

.£ηp−L+1.||Q2 − Q1||∞

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

ξLe−(ξ/η)p+1

dξ

∣

∣

∣

∣

+ ...
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... +
1

ηp+1
e(x/η)p+1

∑

i

(

£ηp−L+1.||Q2 − Q1||∞
)ki

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

ξlie−(ξ/η)p+1

dξ

∣

∣

∣

∣

+ ...

... + e(x/η)p+1

∣

∣

∣

∣

∫ x

x0

e−(ξ/η)p+1

dξ

∣

∣

∣

∣

||Q2 − Q1||∞

⊕
��Eq@HGUS GUS

T1 := £
1

ηp+1 ηp−L+1e(x/η)p+1
∣

∣

∣

∫ x0

x ξLe−(ξ/η)p+1

dξ
∣

∣

∣
||Q2 − Q1||∞3K25F9AH-yF12<F925i@i 2 U ;�AH-/-/:�2I- >3-/-/2fY�2 «

T1 = £η−Le(x/η)p+1

.£ηL+1e−(x/η)p+1

||Q2 − Q1||∞

ª 8
>3.9-�6�.
T1 = £η||Q2 − Q1||∞

⊕
��Eq@HGUS GUS

T2 := 1
ηp+1 e(x/η)p+1∑

i

(

£ηp−L+1||Q2 − Q1||∞
)ki

∣

∣

∣

∫ x0

x
ξlie−(ξ/η)p+1

dξ
∣

∣

∣

|
ª CI4�.103AH-�6

T2 =
∑

i

(

1

ηp+1
e(x/η)p+1

£ηki(p−L+1)

∣

∣

∣

∣

∫ x0

x

ξlie−(ξ/η)p+1

dξ

∣

∣

∣

∣

||Q2 − Q1||
ki

∞

)

ª 8
CIA3-�6�.1;/:I47A3-�6*>NF1A34E6

Ii :=
1

ηp+1
e(x/η)p+1

£ηki(p−L+1)

∣

∣

∣

∣

∫ x0

x

ξlie−(ξ/η)p+1

dξ

∣

∣

∣

∣

||Q2 − Q1||
ki

∞

3K25F9AH-yF12<F925i@i 2 ¨ ;�AH-/-/:�2I- >3-/-/2fY�2 « A3- 2I- ;�:5;/J/. 86�VJ/2

Ii = £η−p−1+ki(p+1−L)+min{li,p}+1||Q1 − Q2||
ki

∞ = £η(ki−1)(p+1−L)+min{li,p}−L+1||Q1 − Q2||
ki

∞

W#A3i@i@2
ki ≥ 1

2f8
li ≥ L

« >3F9AH476
(ki − 1)(p + 1 − L) + min{li, p} − L + 1 ≥ 1

`
+ � A'


T2 = £η||Q2 − Q1||
ki

∞

⊕
��Eq@HGUS GUS

T3 := e(x/η)p+1
∣

∣

∣

∫ x0

x e−(ξ/η)p+1

dξ
∣

∣

∣
||Q2 − Q1||∞

|
. >N4BF12�F925i i@2 U ;�AH-/-/:<2I- >3-/-/2fY�2 «

T3 = £η||Q2 − Q1||∞

� -±>j;�A3-�C�i@A3-V874�:(�VJ/2 « ZhA3J�4*8�A3J/8
x ∈ [−x0, x0]

« A3-±>

|u2(x) − u1(x)| =

(

£η +
∑

i

£η||Q2 − Q1||
ki−1
∞ + £η

)

.||Q2 − Q1||∞

ki
:f8E>N-V8+6
J/Zh:I47.12IJ/4*)

1
« 2I8

||Q2 − Q1||∞
47256
87>3-V8 F1.9i@.98�: « A3-±2I-±;�:c;�J/.98��VJ/2

||u2 − u1||∞ = £η||Q2 − Q1||∞

. >N4+6�J/.98�2 «
|(α2, u2) − (α1, u1)|∞ = £η||Q2 − Q1||∞


=?JQ`B�d!@HS
C0([−x0, x0], R)

SYBYE$j @NLHI GUS�]^R L7?JQYjxS�\`RJL0?ALHIKd�@HS
||.||∞

' S�EWd!@HS�]s[ S�L,B�S�j"k�]^S
[−B, B]×BA

SYBYE$j @NLHI
GlS ]^R L0?AQYj"S B�?J@CB, ���RU\PS�LHETS

|.|∞
' L0?J@CB R -_?AL,B RJIZLHBYI�jx?JLHEFQbD d!@HS

Θ
S!B`E @NL0S�RPOUO0]hIK\`RAEqIK?AL ]vI O6B�\PmNIZE ��IKS�LHL0S(' GlS

\`?JLHB`ETRJL6EzS GlS 

I O0B!\`mCIZE��xDza{RJ]^S X
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|
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3K25F9AH-yFO>@Z/47A3ZhAH6�. 87.9AH- P3« FO> 4�25F1>N8�.1A3-
(β, v)Ξ(α, u)

.9-�;/J/. 8�J/-/2�deA3-®C 8�.1A3-
Ξ : (β, v) 7→ (α, u)

`
3KAH.925-H8

(β1, v1)
2I8

(β2, v2)
;�25J�Y�ZhA3.1-H8E6+;�2

[−B, B] × BA
« A3-±>

Ξ(β2, v2) − Ξ(β1, v1) = Θ(Q2) − Θ(Q1)

A�
 « Z®AHJ/4
j ∈ {1, 2}

«
Qj

2c6 8+;�:���-/.�Z®>N4
Qj(x) := P (x, vj(x), βj , η)

`
� -±>j;�A3-�C « Z�>N4+;/: ��-/.98�.1A3-

|Ξ(β2, v2) − Ξ(β1, v1)|∞ = |Θ(Q2) − Θ(Q1)|∞

W#A3i@i@2 « ZhA3J/4�87A3J�8
j ∈ {1, 2}, (βj, vj)

>3Z/Z�>34
87.925-H8�>NJzCfA3i@Z�>HC 8
[−B, B] × BA

>3F9AH476 « 2f8�Z�>N4<CfAH-V8�.1-VJ�. 87: «
Qj47256
8�2�F9.1i@. 87:r6
J�4*8�A3J/8

[−x0, x0]
« FO> Z/4�AHZ®AV6
.98�.1A3- U .9i@Z/F1.��HJ�2�>3F9AH476 �VJ/2

|Ξ(β2, v2) − Ξ(β1, v1)|∞ = £η.||Q2 − Q1||∞

+ � >3Z/4�:c6*F92�87D/:IAH4�³5i 2<;�2c6+>3C5Cf47A3.O6�6�2Ii@25-H8E67�®-/.16 « AH- >@>N.1-�6�.

||Q2 − Q1||∞ ≤ sup
ξ∈[−x0,x0]×[−A,A]×[−B,B]×[0,η̃]

{||dP (ξ)||}.|(β2, v2) − (β1, v1)|∞

+�J�d�>N.98-�VJ/2
dP

2c6 8#6
87>3-�;/>347;jCIA3-V8�.1-KJ/2
2I8-�VJ/2
[−x0, x0]× [−A, A]× [−B, B]× [0, η̃]

256
8 CIA3i@Z�>HC 8 « A3-�>X>NF1A34E6
�VJ/2

sup
ξ∈[−x0,x0]×[−A,A]×[−B,B]×[0,η̃]

{||dP (ξ)||} = £

ª 8 « Z�>N4+6�J/.98�2 «
||Q2 − Q1||∞ ≤ £|(β2, v2) − (β1, v1)|∞

+ � A'
 F�� A3-±;�:5;�J�. 86�VJ/2
|Ξ(β2, v2) − Ξ(β1, v1)|∞ = £η|(β2, v2) − (β1, v1)|∞

�
� � ���! "�����H�K��� �/�
��� �����V�!�����
� �<�#�
�#�$�
� �/(
��� ���! "� �

3KAH. 8
(β, v) ∈ [−B, B] × BA

« Z�J/.16��VJ/2
η ' 0

2f8 �HJ�2
P
2c6 8 J/-/2jdeAH-�C 87.9AH-n6
87>N-®;/>N4E;�CfA3-V87.9-KJ/2�;/: ��-/.12y6�J/4�F92

CfAHi@Z�>3Cf8B6
87>3-�;/>347;
[−x0, x0] × [−A, A] × [−B, B] × [0, η̃]

>NF1A34E6
Q(x) := P (x, v(x), β, η)

2c6 8+F1.1i .98�:<ZhA3J�4*8�A3J/8
x ∈ [−x0, x0]

`
�+AHJ�6BCED/2547CED/AH-�6 ) i AH-V8�472I4*�VJ/2

Ξ ([−B, B] × BA) ⊂ {(α, u) : |(α, u)|∞ = £η}

. 472IJ/0H2@[
3KAH. 8

(β, v) ∈ [−B, B] × BA
« AH- >@>NF1A34E6

|(β, v)|∞ = £
« CIA3-�6�.1;/:I47A3-�6 F12�6���6 87³Ii@2







ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL + s(x, α) + ηp+1Q(x)

u(x0) = 0 = u(−x0)
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A�

Q(x) := P (x, v(x), β, η)

256
8BF9.1i@. 87:I2r6�J/4*8�AHJ�8+F�� .1-H872I470_>NF1F92
[−x0, x0]

`
W#A3i@i@2

||Q||∞ = £
« >3F9AH476 2I8+Z�>N4*FO>@Z/4�AHZ®AV6
.98�.1A3- P3« -/AHJ�6B>R03AH-�6

α = £ηp−L+1 `

ª 87J�;�.1A3-�6BF�� A34E;�4�2�;�2<²H47>3-�;�2IJ�4*;/2
||u||∞

6�J/4
[0, x0]

[

 ]b[ D!EF@HGlS�BY@NQ [−x0, 0]

B�S �!RJIuB�RJL6E)GUS%j/"�j"S � [
+�2<Z�>N4BF1256BC5>NFOCfJ/FO6B;�2<FO>�Z�4�AHZ®AV6
.98�.1A3- P3« AH- >

u(x) =
1

ηp+1
e(x/η)p+1

∫ x

x0

(

αξL +
∑

i

αkiξli + ηp+1Q(ξ)

)

e−(ξ/η)p+1

dξ =

= e(x/η)p+1

.

(

1

ηp+1
α

∫ x

x0

ξLe−(ξ/η)p+1

dξ +
1

ηp+1

∑

i

αki

∫ x

x0

ξlie−(ξ/η)p+1

dξ +

∫ x

x0

Q(ξ)e−(ξ/η)p+1

dξ

)

ª -�>3Z/Z/F1.��VJ�>3-V8�F92�F925i@i 2 ¨ ;�AH-/-/:
25-�>N-/-�2fY�2 « 2f8#25-�6�2+47>3Z/Zh2IF1F1>3-H8-�HJ�2
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[−x0, x0]
« A3-�>34�47.1032

>NF1A34E6 )
|u(x)| ≤ e(x/η)p+1

.

(

1

ηp+1
.£ηp−L+1.@ηL+1e−(x/η)p+1

+ ...

... +
1

ηp+1

∑

i

£ηki(p−L+1).£ηli+1e−(x/η)p+1

+ £.£ηe−(x/η)p+1

)

+ � A'
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x ∈ [−x0, x0]

«
|u(x)| = £η
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||u||∞ = £η
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|(β, v)|∞ = £
RJ]^?AQ`B

|(α, u)|∞ = £η
`
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x0 > 0

@NL&L0?Aj"k�QbS�QbD`S!]7BYETRJL7GlRJQPG '
x ∈ [0, x0]

'
p, q ∈ N

'rS�E
η > 0

EzS�]=d�@HS
η ' 0

|
� ?AIZE

Iq : x 7→
∫ x0

x
ξqe−(ξ/η)p+1

dξ
'rRJ]^?AQ`B��

Iq(x) =











@ηq+1 = @ηq+1e−(x/η)p+1 BYI
|x| = £η

£ηq+1
(

x
η

)q−p

e−(x/η)p+1 BYI
x 6= £η

�yL O,RAQYEqIK\�@N]hIKS�Q 'W]^?JQ`B�d�@HS
q < p
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Iq(x) = £ηq+1e−(x/η)p+1
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(

ξ
η
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Iq(x) =
ηq+1

p + 1

∫ (x0/η)p+1

(x/η)p+1

t
q−p

p+1 e−t dt
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η
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Iq(x) =
ηq+1

p + 1

(
∫ +∞

a

t
q−p

p+1 e−t dt + �

)
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Iq(x) = @ηq+1

 �� R_B ?Jw
x
SYBYE�Gc[ ?JQPGJQbS�BYEqQYIK\�ETS!jxS!L6E2O7]h@CBgaAQbRAL0G�d!@HS

η
�

LM>3.9-V8�25-�>N-V8 « AH- > (x
η

)p+1

' +∞
2f8BF1256*;�2IJ/Y�g®AH4�-�256*;�2�F�� .1-H87:I²H47>3F92�6
AH-H8B.1-���-/.1i@2I-V8B²34E>N-�;/2565` � - 47>3i@³I-/2�F1>

Z/F1J�6BZh2f87. 872 )
0
Z®>N4*F92rCED®>N-/²H2Ii@2I-V8B;�2<0_>N47.1>3g/F92c6
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(

x
η

)p+1

+ v
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Iq(x) =
ηp+1

p + 1
xq−p e−(x/η)p+1

∫ (x0/η)p+1−(x/η)p+1

0

(

1 +
(η

x

)p+1

v

)

q−p

p+1

e−v dv
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0 ≤

∫ (x0/η)p+1−(x/η)p+1

0

(

1 +
(η

x

)p+1

v

)

q−p

p+1

e−v dv ≤

∫ +∞

0

(

1 +
(η

x

)p+1

v

)

q−p

p+1

e−v dv
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[0, +∞[
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x ' 0
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∫ +∞

0

(

1 +
(η

x

)p+1

v

)

q−p

p+1

e−v dv '

∫ +∞

0

ev dv = 1
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0 ≤ Iq(x) ≤

ηp+1

p + 1
xq−p e−(x/η)p+1

(1 + �)
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Iq(x) =







£ηq+1e−(x/η)p+1 BYI
q ≤ p

£ηp+1e−(x/η)p+1 B`I
q ≥ p

= £ηmin{q,p}+1e−(x/η)p+1
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Iq+p+1(x) =

∫ x0

x

ξq+p+1e−(ξ/η)p+1

dξ =
−1

p + 1
ηp+1

∫ x0

x

ξq+1.

(

−(p + 1)ξp

ηp+1
e−(ξ/η)p+1

)

dξ

-/AHJ�6B>N474�.103AH-�6-)�F�� :5Cf47.98�J/472

Iq+p+1(x) = ηp+1

(

−1

p + 1
(xq+1

0 e−(x0/η)p+1

− xq+1e−(x/η)p+1

)

)

+
q + 1

p + 1
ηp+1Iq

= ηp+1e−(x/η)p+1

(

−1

p + 1
(xq+1

0 e−((x0−x)/η)p+1

− xq+1)

)

+
q + 1

p + 1
ηp+1Iq

= £ηp+1e−(x/η)p+1

+ £ηp+1Iq
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q = q̃+n(p+1)
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