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Résumé :

Nous étudions un opérateur défini a partir d’une classe générale d’équations différentielles singuliérement
perturbées dans le champ réel; son caractére contractant permet de conclure & l’existence de solutions
canard dans le cas ot 'on a un point tournant dégénéré.
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Nous étudions une classe d’équations différentielles singuliérement perturbées dans le champ réel. 1l s’agit
d’équations de la forme

ey’ = ®(x,y,a,¢) (1)

ou la fonction ® est une fonction de classe C* en ses variables, = est une variable réelle, y une fonction
réelle de la variable x de classe C', a un paramétre réel, et £ un nombre réel strictement positif appellé
petit parameétre de (1), ce qui signifie que nous nous intéressons au comportement asymptotique des so-
lutions de (1) lorsque ¢ tend vers 0.

On se place au voisinage d’un point que 'on appelle un point tournant ; la définition précise sera donnée
dans le paragraphe suivant mais il suffit pour I’instant de savoir que cette propriété implique que I’exis-
tence d’une solution de (1) sur tout un voisinage de ce point, dans R, est un phénoméne exceptionnel.

C’est dans le but d’obtenir une telle solution, que 'on introduit un paramétre supplémentaire a, dit
parameétre de contréle, qui est unidimensionnel (a € R) dans notre probléme, alors que la résolution d’un
probléme de forme analogue dans le champ complexe [9][1] demande géneriquement de disposer d’un para-
métre de controle p-dimensionnel, ot I’entier p mesure, d’une certaine maniére, le degré de dégénérescence
du point tournant. Le cas ol p = 1 étant contenu dans les travaux accomplis dans le champ complexe,
nous nous interesserons, dans ces travaux, au cas ou p > 1, qui est le cas ol le point tournant est dégénéré.

Notre résultat principal énonce qu’un certain opérateur construit & partir de (1) est contractant.

De ce théoréme, nous déduisons un résultat d’existence d’une solution canard [4][10][2] pour (1).

Il est & noter que, dans sa thése [3], Peter de Maesschalck a obtenu un résultat d’existence d’une solution
canard, pour une classe d’équations moins générale, en se basant sur une méthode d’éclatement [6][8] de
la singularité.

Le démonstration de ce résultat a été rédigée dans le cadre de analyse nonstandard [7][5], dans la version
IST de Nelson, ceci pour des raisons de simplicité de formulation des questions posées, et de rédaction.
Néanmoins, le résultat principal est écrit de maniére tout & fait standard.

L’auteur remercie Eric Benoit pour ’encadrement apporté, Guy Wallet pour ses conseils de rédaction de
ce papier, et la région Poitou-Charentes pour ’aide apportée au financement de ses travaux.



1 Mise sous forme préparée

Afin d’étudier et de préciser le probléme que I’on se pose, nous allons mettre I’équation sous une forme
plus appropriée dite forme préparée.

Quitte & effectuer une translation, nous supposerons que le point tournant est 0.

Nous supposons ’existence d’une courbe lente, c’est & dire 'existence d’un couple (ag,yo) qui vérifie

ap € R,yo € C! et Va, ®(z,yo(z),a0,0) =0
En effectuant le changement
ui=y = yo
a:=a—ag
nous arrivons alors & une équation de la forme
eu' = V(z,u,aq,¢)

ou la fonction ¥ vérifie
YV, ¥(z,0,0,0) =0

Nous supposerons que la fonction ¥ est de classe C*.
Pour étudier les régions ou les solutions longent la courbe lente, il suffit alors de regarder ’attractivité de
cette courbe et, pour se mettre dans les conditions d’apparition de canards, nous supposerons donc que

P <0siz<O
8—\11(@0,070) est
u >0siz>0

Afin de nous placer dans des hypothéses d’existence d’un point tournant, nous supposons, de plus, que
a%\I!(;v, 0,0,0) admet un zéro en x = 0 d’ordre p qui, au vu de I’hypothése précédente, est nécessairement
un entier impair.

Cette fonction est donc de la forme a7 (C' 4 T'(z)) avec C' > 0 et T/(0) = 0.

Quitte & effectuer un changement de variable sur z, nous considérerons que ce terme est (p + 1)aP, donc
que %@(:&0,070) = (p+ 1)aP.

L’application d’une formule de Taylor d’ordre 1 nous permet alors d’obtenir la décomposition :

U(x,u,a,¢) = aTi(z,a) +u((p+ 1)z + aTa(z, a) + uls(x,u, ) + eTu(z, u, o, €)

Nous faisons maintenant 3 hypothéses moins naturelles mais imposées par les démonstrations qui vont
suivre :
1. Le terme T5 est nul.
(i.e. : il n’y a pas de terme admettant au en facteur sans un €.)

2. Le terme T3 est nul.

(i-e. : il n’y a pas de terme admettant u?

3. aTi(z,0) = axl + Y, akizli

en facteur sans un ¢ .)

ou la somme sur ¢ est finie, L est un entier pair inférieur a p et, pour tout i, [; et k; sont deux entiers tels
que l; > L et k; #£0.
Dans la suite, les termes ), akizli et eTy(x,u,a,€) ont un réle marginal, alors que xPu et ax’ sont les
termes 1mportants .



Nous nous sommes ainsi ramenés & 1’étude des équations de la forme

eu' = (p+1)xPu + az® + Z aFigli 4+ eP(z,u,a,¢)

3

L’étude de ce type d’équation montre que la quantité infiniment petite pertinente est ¢'/®+1) ; pour cette
raison, et afin de gagner en généralité, nous considérerons P comme étant de classe C*° en 7 := ¢/ (P+1)
au lieu de ¢, et étudierons donc les équations de la forme plus génerale

P = (p+ 1)aPu+ ozl + Z oFigli 4 PP P2, u, 0 m) (2)

K3

Dans la suite, nous sommes intéressés & montrer I'existence de solutions («, ) longeant la courbe lente
uo(z) = 0 sur tout un voisinage du point tournant 0.

Les figures qui suivent montrent quelques trajectoires, solutions de ’équation cu’ = 2°u + az* + ex? avec
e=0.1, =5b < x <5, et —1.5 < u < 1.5 dans laquelles nous faisons varier le paramétre « :

o |
ﬁ - =
S

F1c. 1 - Champ des solutions pour a = —2 et « = —0.186172
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Fi1G. 2 — Champ des solutions pour a = —0.186171 et o =1

Ces figures permettent de conjecturer que les valeurs a canard vivent dans I’intervalle |—0.186172, —0.186171].
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2 Enoncé général

2.1 Le théoréme principal

Soit © un ouvert de R* contenant 0, et soient alors (zo, A, B,), tous strictement positifs, tels que
[—iro,xo] X [—A, A] X [—B,B] X [0777] C Q.

Dans la suite, E désignera I’ensemble des fonctions réelles continues sur [—zg, o], et nous le munissons
de la norme ||v|[oo 1= SUP, (g 20 {[0(2)}-
L’ensemble R x F sera, quant & lui, muni de la norme

(8, v)| oo := max{|3], [|v]|oc }

Munis de ces normes, les espaces (E, ||.||oo) €t (R X E,|.|o) sont tous deux des espaces de Banach.

Conformément aux notations utilisées dans la section précédente, p est un entier impair, et L est un entier
pair tel que L < p.

ki ot1, pour tout i, [; et k; sont des entiers tels que I; > L,

Nous noterons par s(z, @) le polynéme >, a*iz
et kz‘ > 1.
Nous supposons que P est une fonction de classe C*° de 2 dans R.

Pour tout M > 0, nous désignerons par By I'ensemble {v € E;||v||oc < M}.

Notation :
Pour 1 €]0, 7], nous notons =, la relation définie, pour (5,v) et (a,u) éléments de [—B, B] x Ba, par
(B,v)Z, (o, u) si et seulement si u est dérivable sur [—zo, z¢] et, pour tout = € [—xz¢, zo] :

Pt/ (2) = (p+ DaPu(x) + axt + s(x, o) + P P(z,v(z), B,1)

u(zo) = 0 =u(—=xo)

Théoréme 1. Pour tout §; €]0, B[ et d3 €]0, A[, il existe ng > 0 tel que, pour tout n €]0,n0[, la relation
(8,v)E, (o, u) induit une application =, : (5,v) — (a,u) de [—d1,061] x Bs, dans lui-méme .

De plus, cette application est contractante pour la distance associée @ la norme |.|s-

Soient 01 €]0, B, 62 €]0, A, et 19 donné par le théoréme, prenons 1 €]0, ng|.

Puisque [—01,01] x Bs, est un fermé de I’espace de Banach (R x E,|.|«), on en déduit que =, admet un
point fixe (o, uy) € [—01,01] X Bs,.

Ce qui permet alors d’écrire

77p+1u;7(95) = (p + DaPuy (@) + age® + s(x, ay) + 17+ Pz, uy(x), an,m)
3)
Up(xo) = 0 = uy(—xo)
Corollaire 1. Pour tout §, €]0, B[ et 02 €]0, A[, il existe ng > 0 tel que, pour tout n €]0,no[, le systéme
(8) admet une unique solution (o, uy,) € [—01,01] x Bs,.
De plus, § := min{d1,02} étant fixé, la famille (uy)yejon,| converge uniformément vers 0 sur [—to,to]
lorsque n tend vers 0.

Pour tout ¢’ €]0,4], le théoréme 1 montre 'existence d’un 7§ > 0 tel que, pour chaque n €]0,n}],
0 0

'application =, admet un unique point fixe (a;,u;) dans [-d',d'] x By
/

1) = (v, uy), on en tire que [Juy |l < 0’

Comme, pour tout 7 €]0, min{no, 7y }[, on a (aj,u



2.2 Approche nonstandard du probléme

Nous nous proposons de prouver un théoréme externe (résultat nonstandard) suffisant pour déduire le
théoréme 1.
L’intérét principal de cette approche est de permettre une manipulation plus aisée des ordres de grandeur
sans avoir & introduire de constantes artificielles.
Dans ce but, nous utilisons ’analyse nonstandard, dans la version IST (Internal Set Theory) due & Nelson
(voir [7]).
Ce cadre permet d’utiliser les ordres de grandeur suivants :
- Le mot standard désigne tout objet usuel.
- Un nombre réel z est dit infiniment grand s’il est plus grand, en valeur absolue, que tout nombre réel
standard.
On note = ~ co.
- Un nombre réel = est dit limité s’il n’est pas infiniment grand.
On note x = £.
- Un nombre réel x est dit infiniment petit s’il est plus petit, en valeur absolue, que tout nombre réel
standard strictement positif.
On note = ~ 0 ou encore = = Q.
- Un nombre réel x est dit appréciable s’il n’est ni infiniment petit, ni infiniment grand.
On note x = Q.
Désormais, nous supposons que 7 est un nombre réel strictement positif infiniment petit fixé, que p, L, s
et P sont standard . Il en découle que ’on peut supposer que g, A, B sont trois élements standard de R7 .

Le paramétre 7 étant fixé, nous notons = la relation Z,), définie par :
(8,v)E(cr, u) & u est dérivable sur [—xo, zo] et, pour tout = € [—xzg, 2] :

P (z) = (p + 1)zPu(z) + az® + s(z, ) + PP (x,v(x), 3,1)

u(zo) = 0= u(—xo)

Théoréme 2. Sous les hypothéses précédentes, on a les propriétés suivantes :

- La relation (8,v)=Z(a, u) induit une application = : (8,v) — (a,u) de [-B, B] x B4 dans lui-méme qui
est contractante de constante de contraction égale 6 £1, pour la distance associée a la norme |.|x.

- L’image = ([—B, B] x Ba) est contenue dans l’ensemble externe

{{a,u) ER X E: |(a, )]0 = £1}
Corollaire 2. Il existe un unique o € [—B, B, et un unique u € Ba, tels que pour tout © € [—xq, zo) :
P (z) = (p+ DaPu(x) + ezt + sz, ) + PP (x, u(z), o, m)
u(zo) = 0= u(—xo)

(a,u) est une solution canard de (3).

Montrons que le théoréeme 2 implique le théoréme 1 :

Soit § €]0, min{ A, B}[, standard, alors, pour tout 7o strictement positif infiniment petit, la conclusion du
théoréme 1 est vérifiée.

Par application du principe de transfert, on en déduit le théoréme 1 .



Preuve du corollaire 2 :

En appliquant le théoréme du point fixe & 'espace complet standard [—B, B] x B4, en tant que sous-
espace fermé de I’espace de Banach R x F, on en déduit que = admet un unique point fixe limité, qui est
le canard recherché.

Et, réciproquement, le canard s’obtient par calcul du point fixe de cette application.



3 Démonstration du théoréme 2

Afin de démontrer le théoréme 2, nous introduisons dans un premier temps une application intermédiaire
© dont ’étude nous permettra d’en déduire les propriétés recherchées de la fonction =.

3.1 Etude préparatoire : L’application ©

Résultat préparatoire :
Pour chaque k£ € N, notons
o
Jp 1= ¢ e*(&/n)p“dg
o

On remarque que, lorsque k est impair, J;, = 0 et que, lorsque k est pair, on a

K1 p(mo/mPH
gy = 21 / " sk=P)/(P+D) g5 g
p+1Jo

Du fait que xo/n =~ 00, on en déduit que

k+1
0 k+1 ) -
Je =2 rX 4ol =0
i p—i—l((p—i-l) "

ou I désigne la fonction gamma T'(z2) := f0+°° s*7le7%ds.
Ainsi, pour tout k£ € N,
Jk = £77k+1

Notons aussi que, si ||Q||cc = £, alors

ZEO 1
‘ QO ge| < 1 Qlloedo = £n

Zo

Proposition 1. Soit Q € C°([—xo, 7o), R), telle que ||Q||cc = £.
Alors le probléme auz limites

P () = (p + 1aPu(z) + az” + s(z, ) + P Q(z)

u(zo) = 0 =u(—=zo)

admet une unique solution (a,u) € R x E telle que o soit limité.
De plus, o = £nP~ L+,

Pour chaque @ € F tel que ||Q]|s soit limité, on désignera désormais par ©(Q) le couple (a,u) E R X F
ainsi obtenu.

Preuve de la proposition :

Montrons que © est bien définie :
La solution (o, u) de I’équation (2) :

P (@) = (p+ Datu(z) + ozt + 3 abal 4P tiQ(e)

admettant comme condition initiale u(—xg) = 0 est

1 p+1 r . _ p+1
u(e) = e | (agt 4 S aket wptiquene € ag

—x i



Comme elle doit aussi vérifier que u(zo) = 0, on en déduit que

o o Zo
0=a. / gLe*(E/n)p“dg + Z ki glief(ﬁ/n)p“dg + Pt Q(g)ef(ﬁ/n)p“dg (4)

—Xo i —XTo —Io

Finalement, et de par les estimations précédentes sur la fonction Ji, I’équation (4) se met sous la forme

a.@pltt 4 Zaki.,ﬁnl”l +nPHlEn=0

2

Que Pon réécrit
a.Q + Z i gt 4 gl =

Le lemme suivant permet alors de conclure :

Lemme 1. Soit IT € R[], de degré n standard, tel que
() = a;N
5=0

avec a1 = Q, et Vj # 1,0, =0
Alors P admet une et une seule racine limitée, et celle-ci est infinitésimale.

Preuve du lemme :

On a, pour tout réel standard A :
II(\) ~ @A

Par suite, le théoréme des valeurs intermédiaires implique que II admet au moins une racine qui soit
limiteée, et celle-ci est proche de 0.
De plus IT est monotone lorsque A reste limité, car sa dérivée II' s’écrit alors @ + @ 2 0, et ainsi II

n’admet aucune autre racine limitée.

O

Montrons l’estimation de Uordre de grandeur de « :

Nous avons montré que
Q.o + Z aFi £nli_L = .,Enp_LH
i

Etant donné que nous avons l'existence et 'unicité d’un « infinitésimal qui soit solution, recherchons son
ordre de grandeur :
L’équation
o+ Zakl £,r]l1—L —_ £,}7p—L+1

i
se réécrit

i
Le second terme de la somme étant infinitésimal, car k; > 1 et [; > L, on en déduit que
p—L+1

a=£n

O
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Nous montrons maintenant le caractére lipschitzien de © :

Proposition 2. Soient Q1 et Q2 deuz élements de C°([—z¢, o], R) tels que ||Q1]|co = £ et ||Q2]|c0 = £,
alors

0(Q2) = O(Q1)loo = £n]|Q2 — Qu ]

Preuve :

Ecrivons (aj,u;) = 0(Q;), j € {1, 2}, la proposition 1 affirme leur existence.
® Etude de |ay — a1 :

En reprenant les calculs de la proposition 1 on a, pour j € {1,2} :

0= Oéj./ §L —(&/m?* d£+za v glie*(ﬁ/n)l’+1d§_’_np+1 Q (©)e” 5/77)r'+1d5
30

—Zo —Zo

Par différence,
o
0= (aq —al)./ §Le*(5/”)p+ld§+...
—wo

+Z ok —ab). [ ghem @ g i / (@200 - Qe @ ag

—xo —Io

En écrivant o' — of' = (ag — a1)ms, (a1, o) et, selon le lemme 3 donné en annexe,

0= (ag —aq) (@nLH + Zmi (a1, ozg)..,Enmin{lup}Jrl) + anrl /gm (Q2(€) — Ql(f))ef(ﬁ/n)p“dg

—x0

Ce que l’on réécrit, par division par n**!
. Zo P
ey <@ + Y m o, a2>.£nm‘“”“””> o [ (@ale) - @il g
i —xo

Or, pmin{li-P}—L gtant infinitésimal et 7k, (a1, 2) est limité (car a; et «o sont infinitésimaux), on en

déduit que .
@y — ay) + 177" / (Q2(8) — Qu(€)e &M de =0

—x0

Et, par suite,
_ o p+1
oz —aaf = £ 02 [ Qs - Qe
0

Donc, et selon le lemme 2 donné en annexe,
az — o] = £9P7F Q2 — Q1|

® Etude de |Jus — u1]|co :
Nous travaillerons sur [0, zo] (Le résultat sur [—x¢, 0] se montrant de méme.)

]
La solution de I’équation (2) admettant comme condition initiale u(zg) = 0 est

u(z) = —re@/" / a€L+Za €l Qe))e /M de

7717+1

ce qui permet de déduire que, pour tout x :

1 )P
lua(z) — uy (z)] < ——e@/M""

— L1775 1Q2 — Qi

—(&/n) p+1d§‘

11



1 P '
@ (e L1Qy — Qulle)

..+77p

/gg glie(é/n)p“dg‘ + ..
zo

i

4 ela/mrt

/ e—(s/m”“dg‘ 1Q2 — Q1l|oo

0

@ Etude de Ty := £#nP*L+1e(w/n)p+l

Selon le lemme 2 donné en annexe,

S gbeEm™ de] 110z - Qulle

T = £W—Le(r/n)p+1.£nL+1e—(z/7i)p+1||Q2 — Q1]

Et ainsi
T = £1]|Q2 — Q1|

I flie—(é/n)”“dg‘,

® Btude de Ty := h=e(/""" S, (£77541|Q2 = Qulloc) ™
Ecrivons

1 z/n)Ptt 5 ki (p—L+1
Ty = Z <77p+1 e@/mPTT ppki(p )

" gl (E/m k,
[ e oz - il

Et considérons alors

1
77P+1

o @/ ppki(p=L+1)

ki
oo

(e
e d¢| [|Q2 — Q1]

Selon le lemme 3 donné en annexe, on en déduit que
I, = £nfp71+ki(p+lfL)+min{li7p}+l||Q1 _ Q2||§<‘, — £n(kﬁ )(p+17L)+min{li,p}*L+1||Q1 _ Q2||];é

Comme k; > 1etl; > L,alors (k; —1)(p+1— L)+ min{l;,p} —L+1> 1.

D’ou

ki

Ty = £1n||Q2 — Q1]

® Btude de Ty := /""" [7 = /0" dg] [|Q2 — Qul oo
Par le lemme 2 donné en annexe,

T3 = £1]|Q2 — Q1|

On a donc montré que, pour tout x € [—zg, o], on a

luz(2) — ur(z)| = <£TI+Z£77||Q2 —Qull5t + £n> Q2 — Q1|

k; étant supérieur & 1, et ||Q2 — Q1]|oc restant limité, on en déduit que
||u2 - u1||<>o = £77||Q2 - Q1||oo

Par suite,
(a2, u2) = (a1, u1)|ee = £7]|Q2 — @1l
a

Lorsque C°([—xg, x0],R) est muni de la norme canonique ||.||, et que l’ensemble [~ B, B] x B4 est muni
de la norme sous-jacente |.|s, nous avons ainsi montré que © est une application lipschitzienne, de
constante de Lipschitz égale a £1.
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3.2 Démonstration du premier point du théoréme 2

Selon la proposition 1, la relation (5, v)=(«, v) induit une fonction = : (5,v) — (o, u).
Soient (81, v1) et (B2, v2) deux points de [—B, B] x B4, on a

Z(B2,v2) — E(B1,v1) = O(Q2) — O(Q1)

ou, pour j € {1,2}, Q; est défini par Q;(x) := P(x,v;(x), 5;,n).
On a donc, par définition

2(B2,v2) = E(B1,01)[00 = [O(Q2) — O(Q1)]o0

Comme, pour tout j € {1,2},(8;,v;) appartient au compact [—B, B] x B4 alors, et par continuité, Q;
reste limité sur tout [—xo, 2], la proposition 2 implique alors que

E(B2,v2) — E(B1,v1)]0o = £1.||Q2 — Q1|
D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a ainsi

1Q2 — Q1 < sup }{IIdP(é)Il}-\(@,vQ)—(ﬂl,vl)loo

£€[—zo,m0] X[~ A,A]x[—B,B]x[0,7]

Du fait que dP est standard continue et que [—xg, zo] X [—A, A] x [-B, B] x [0, 7] est compact, on a alors
que

sup {ldP@©I} = £

£€[—z0,m0] X[~ A,A]x[-B,B]x[0,7]

Et, par suite,
[[Q2 — Q1llee < £](B2,v2) — (B1,1) |0

D’ou 'on déduit que

|Z(B2,v2) — E(B1,v1) |00 = £1|(B2,v2) — (B1,v1)|o0

O

3.3 Démonstration du second point du théoréme 2

Soit (8,v) € [-B, B] x Ba, puisque 7 ~ 0 et que P est une fonction standard continue définie sur le
compact standard
[—33(),330] x [_Aa A] X [_B7B] x [Oaf]]

alors Q(z) := P(z,v(x), 8, 7n) est limité pour tout x € [—zo, Zo].
Nous cherchons & montrer que

E([—B,B] x Ba) C {(a,u) : |(avu)‘00 = »577}

Preuve :
Soit (8,v) € [-B, B] x B4, on a alors |(8,v)|c = £, considérons le systéme

P () = (p + 1aPu(z) + az” + s(z, ) + P Q(z)

u(zo) = 0= u(—xo)

13



ou Q(z) := P(x,v(x),B,n) est limitée sur tout l'intervalle [—xq, zo].
Comme ||Q||o = £, alors et par la proposition 1, nous avons o = £nP~L+1,

Etudions 'ordre de grandeur de ||u|| sur [0, o] :
(Vétude sur [—x0,0] se faisant de méme) :
De par les calculs de la proposition 1, on a

1 p+1 * ol — p+1
u(z) = 77p+1e(z/n) * / (agL + Zaklfll +77”+1Q(§)> e (&/mPT d¢ =
o i

pt1 1 * _ pt1 1 N A p+1 r _ pt1
— el@/n) '<nP+1a/ ele=E/m" ge 4 e Zaki/ glig=(&/m d§+/ Q(¢)e (&/m) d§>
o i o o

En appliquant le lemme 3 donné en annexe, et en se rappellant que Q) reste limité sur [—xo, z¢], on arrive
alors &

lu(z)| < e(w/n)zwrl. ( p1+1 '£np—L+1.@nL+1e,(w/n)p+1 4o
n

ot # ; £77ki(p*L+1)..,€77“+167(””/")p+1 + £.£ne(w/”)p+l>
D’ou, pour tout « € [—xg, zol, |u(z)| = £n, ce qui se traduit par
llulloo = £
O

Remarque :
Notons que nous avons montré en fait que si |(3,v)|00 = £ alors |(a, )]0 = £1.

14



Annexe

Lemme 2. Soit xy > 0 un nombre réel standard, x € [0, x¢], p,q € N, et n > 0 tel que n ~ 0.

Soit Iy : w— [7° g1e=E/M" de, alors

Qpitt = @prtle /" s |z = £y

Iy(z) = _
Lyt (%)q Pom(@/mrtt g o £ £n

En particulier, lorsque ¢ < p, nous pouvons écrire

)p+1

I(@) = £t e/

On cherche une estimation de ce type d’intégrale en fonction des divers paramétres.

D’une certaine maniére, il s’agit d’un probléme d’asymptotique & plusieurs paramétres pour lequel les

techniques nonstandard sont bien adaptées.

Preuve du lemme 2 :

p+
Le changement de variable ¢ := ( %) donne l’expression

Iy(z)

gatt e/t
= / trFt et dt
P+ 1 J@mpt

qui présente ’avantage que les deux paramétres x et n n’apparaissent plus dans la fonction & intégrer.

- Cas ot x est au plus de lordre de 7 :

x

p+1
Dans ce cas, I est limité, et il existe donc un unique nombre standard a € [0, z0] tel que (%) ~ a.

Comme la fonction intégrée est elle-méme standard et intégrable, on a
an+1 /+00 p _,
I, (z) = trit e " dt + @
== (/

Iq(x) = @UqH

d’ou 'on déduit 'estimation

- Cas ou x est d’ordre strictement plus grand que 7 :

p+1
Maintenant, on a (%) ~ 400 et les deux bornes de lintégrale sont infiniment grandes. On raméne la

X

p+1
plus petite & 0 par le changement de variables ¢ := (5) + v, ce qui conduit & la nouvelle expression

p+1 (zo/m)P T —(z/n)PH! p+1 Fan
I(x) = L g0 g~/ / (1 +(2) v) e~ dv
0 X

T p+1

On remarque que

(zo/m)P T = (a/m)P ! p\PHL O\ FFE +oo p\PtL O\ PFE
0< / (1 + (E) v) e Vdv < / (1 + (E) v) e "dv
0 0

et que, la derniére fonction intégrée est dominée par la fonction v — (1 + v)
sur [0, +oo[. Puisque 2 ~ 0, et par continuité sous le signe somme, on a

—+o0 77 p+1 Z_Tlf —+o0
/ (1—|— (—) v) e Vdv~ / e’dv=1
0 € 0
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On en déduit
nPtt

a=p g~ (z/mP (1
| x4 Pe 1+0)

0< Iq(m) <

ce qui méne 3 l’estimation finale
I,(2) = £t a9 r e~/

O

Lemme 3. En reprenant les notations du lemme précédent, mais en se donnant q entier limité quelconque,
nous pouvons écrire
Lnttle=@/m" g <p
I(z) = - ognmin{q,p}ﬂef(w/n
£7717+1,ef(w/n)p+1 siq>p

)p+1

Preuve du lemme 3 : En intégrant par partie la fonction

o _ 1 o —(p+1)¢P _ pt1
Lypia(z) = / grivhte ™ g = ™! / S (7(,],9“) e/ )df

nous arrivons 3 ’écriture
—1 _ +1 _ +1
L (@) =77+ (m( §rlen (/T g G >) xS

= ppHle=(@/mPT! <p—_+11( g+1,—((wo—a)/m)P " _ qurl)) +4*2 177P+1]

_ £77p+1 —(z/m)?* _|_ £77p+11

Et une récurence portant sur entier n qui apparait lors de I’écriture ¢ = §+n(p+1), avec g € {0, 1, ..., p},
permet de conclure. 0
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