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Surstahilitée et résonance

Augustin Fruchard et Reinhard Schafke
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Résumé: On considere I’ équation différentielle linéaire réellecy” + ¢(z,2)y' + ¥ (z, )y =0
ou ¢ > 0 est un petit parametre et ou ¢(x,0) est du signe de z. Les fonctions ¢ et ¢ sont
supposées analytiques dans un voisinage de [a, b] x {0} ; on suppose en outre que la fonction
Yy P(x,0) aunzéroenz = 0, d ordre au moins égal acelui de ¢ :  — p(z,0). Nous
appel ons sol ution résonnante une solution . qui tend vers une solution nontriviale del’ équation
réduite (obtenue pour = = 0) et dont toutes | es dérivées restent bornéeslorsque = tend vers zéro.
On démontre dans ce contexte qu’ une condition nécessaire et suffisante pour que I’ éguation
possede une solution résonnante, est qu’il existe une solution formelle en puissancesde=. La
preuve repose sur I’ éude dans le champ complexe des solutions surstables de |’ équation de
Riccati associée. Lerésultat principal est un “principe de prolongement” de solutions surstables
pour les équations analytiquesen <.

Mots-clés: résonance, canard, surstabilite, perturbation singuliere.

Classification A.M ..S. : 34E.

1 Introduction.

Initialement, e probleme de la résonance pose par Ackerberg et O’'Malley [1] portait sur le
probleme aux limites suivant

ey’ + o(z,e)y +Y(z,e)y =0 (1)

y@)=1, y(b)=B>0 @

ou y est une fonction réelle de la variable réelle = variant dans un intervalle réel [a,b], ¢ et
1 sont suffisamment régulieres, et = > 0 est un petit parametre. Ce probléme a une unique
solution y(z, <) et on S’ intéresse a son comportement asymptotique lorsgue ¢ tend vers zéro.

Si lafonction ¢, : « — ¢(x, 0) garde un signe constant sur [a, b], par exemple positif, alors
la solution y présente une couche limite en z = a, puis tend vers la solution y, de |’ équation
réduite

o(2,0)y + Y(x,0)y =0 (3)
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satisfaisant lacondition yy(b) = B. Si lesignede ¢, est negatif, lacouchelimite est située en b.

Si lafonction ¢, S'annule en un point =, €]a, b[ — pour simplifier |’ écriture, on suppose
quexy =0 —ets xp(x,0) <0 aors, en général, y présente deux couches limites, en x = «a
etenz = b, ettend vers 0 al’intérieur de I'intervalle. 1l peut arriver cependant que y présente
une seule couchelimiteal’ extremité “laplus éloignée de 0" dans un sens qui sera précise apres,
et tende vers une solution non triviale y, de I’ équation réduite (3) sur lereste del’intervalle (au
sens de la convergence uniforme sur tout compact de I’intervalle semi-ouvert restant). Nous
dironsaorsqu’il y arésonance au sens de Ackerberg-O’ Malley.

N. Kopell [12] a établi que ce probleme est équivalent a celui de trouver une solution de (1)
tendant vers une solution non triviale de I’ équation réduite, mais ne satisfaisant pas forcement
les conditions aux limites.

Dans le cas ou lafonction ¢, satisfait ¢ (0) < 0 — c'est-a-dire si 0 est un point tournant
simple — W.D. Lakin [13] et L.P. Cook — W. Eckhaus [10] ont demontré indépendamment
gu’ une condition nécessaire pour qu'il y ait résonance est qu'il existe une solution formelle
de (1) g(x,e) = >0 ¥n(x)e" avec des coefficients y, analytiques au voisinage de 0. Cette
condition avait été proposée par Matkowsky [15] ; ¢’ est pourquoi nous |’ appellerons par la suite
condition de Matkowsky. Mentionnons au passage le travail de FW.J. Olver [16].

Dans [17], Y. Sibuya se ramene au cas ou y(z) = —2x et montre que la condition de
Matkowsky est suffisante pour avoir résonance lorsgue la fonction ¢y : = — ¥ (x,0) est
analytique dans un disgue centré en 0 contenant le segment [a,b]. Cette condition a été
améliorée par son éleve C.H. Lin : lacondition de Matkowsky est suffisante dans le cas ou les
fonctions ¢ et ¢/ sont analytiques dans un voisinage de [a, b] x {0} de C>.

On s'intéresse ici au cas d’un point tournant d’ ordre quelconque. Dans ce cas la condition
de Matkowsky semble ne plus étre necessaire : pour conforter cetteimpression, nous présentons
au paragraphe 2.2 un exemple simple d’ équation d’ ordre 1 (affine) ne possédant pas de solution
formelle mais possedant des canards. Ceci nousaconduitsarenforcer laconditionderésonance:
on demande que toutes les dérivées de y soient bornées, uniforméement en =. En I’ état actuel
de nos recherches, nous avons besoin de supposer que la fonction vy, a aussi un zéro au point
0, d’ordre au moins égal a celui de 4. On démontre dans ce contexte que la condition de
Matkowsky est nécessaire et suffisante pour la résonance.

Notre méthode repose sur deux idees. La premiere est I'éude de I’ éguation de Riccati
associée. Le changement d’inconnue y? = —%g + u aboutit a une équation de laforme

eu' = f(x)u+eP(z,u,e) (4)

avec f = — g et P réguliere (cf. formule (24)). Cette equation (4) est du type lent-rapide, sur
laquelle la théorie des canards [4] S applique. Le lien précis entre les canards de I’ équation (4)
et les solutions résonnantes de I’ équation (1) est établi dans la partie 4. Ce lien avait dgja été
établi par J.L. Callot dans sathese[7]. Cependant, pour faciliter latache au lecteur ‘classique’,
nous présentonsici des enonces et certaines preuves dans e langage classique et danslestermes
de notre article.

La deuxieme idée est |e passage en complexe, non seulement pour la variable » mais aussi
pour le paramétre =. En effet, de nombreux outils ont été développés dernierement [5, 6, 9] sur
les équations différentielles lentes-rapides complexes. Ces outils sont présentés dans la partie
2.

Bien que le résultat soit dgja connu pour le cas d’ un point tournant simple, nous estimons
gue notre méthode est plus simple que celle employée par C.H. Lin. Le casd’ un point tournant
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simple aaussi &été exposé dans un récent article[5, 6], ou on introduit un parametre de controle.
Cette derniere méthode est a rapprocher de |’ article de N. Kopell [12].

La preuve de I'équivalence entre la condition de Matkowsky et la résonance est établie
dans la partie 4. Auparavant nous démontrons un résultat analogue concernant les équations
différentielles non linéaires du premier ordre.

L’ article termine sur une construction (implicite) d’ une équation analytique de laforme (1)
qui préesente la résonance et dont toutes les solutions formelles non nulles sont divergentes. En
effet on pourrait croire que la résonance n’ apparaisse que lorsgue les solutions formelles sont
convergentes a constante multiplicative pres (si ¢ est une solution formelle et si (=) est une
série formelle indépendante de z, alors la série a(2)g(z, ) est auss une solution formelle).
Notre construction a aussi le mérite de montrer I’ optimalité du résultat général sur le caractere
Gevrey-1 des solutions formelles. Nous espérons ainsi convaincre le lecteur de la réalité du
probleme de la résonance.

Une partie de notre travail (la preuve du théoreme 10 dans la section 3.5) a d’abord été
€laborée dans|e cadre de I’ analyse non standard puis traduite en termes classiques. Concernant
cette partie, les hypotheses concernant la régularite de I'équation (1) en = peuvent étre tres
largement affaiblies. En revanche, nousinsistons sur le fait que I analyticité par rapport a = est
une hypothese clé dans la preuve du théoreme 6 (section 3.3).

2 Lasurstabilité pour une équation non linéaire du premier
ordre.

Considérons une équation difféerentielle analytique lente-rapide
eu' = ¢(z,u,e) ()

oux € [a,b] CIR, u € IR, £ > 0 est un petit parametre. Danstout I’ article, les dérivées seront
systématiquement par rapport alavariable x.

On s'intéresse au comportement asymptotique lorsque = — 0 d'une famille de solutions de
(5) dépendant de =. Cependant pour alléger le discours et les notations, nous omettrons la
dépendance en = et nous parlerons d’ une solution, et non d’une famille. Dans ce contexte, une
solution bornée sur unintervalle I C [a,b] est une fonction u = u(x, <) définie et bornée sur
un pavé de la forme 1x]0,5¢], o > 0, qui est solution de (5). Notons toutefois qu’ aucune
condition de régularité par rapport a= n’est requise.

Supposons que I’intervalle ]a, b[ contienne 0, et que I’ équation (5) soit munie d’ une courbe
lente attractive pour = < 0 et répulsive pour = > 0. Lasituation est donc propice ala présence
decanards. Nousallons demontrer que ces canards existent et ont des dérivées borneesen 0 si et
seulement si I’ éguation possede une solution formelle avec des coefficients sans singularité au
point z = 0. Pour celanous utilisons|es sol utions surstabl es, obtenuesen considérant I’ équation
(5) dans le champ complexe. Précisement nous démontrons gu’ une condition nécessaire et
suffisante pour que (5) possede une solution surstable est qu’ elle possede une solution formelle
a coefficients analytiques en = = 0, et nous établissons un lien entre les solutions surstables
complexes et les canards réels.

Nous nous sommes immeédiatement placés dans une situation ou la courbe lente a pour
equation u = 0. Ceci peut toujours se faire moyennant une simple trandation sur «. En notant
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f la dérivée partielle de @ par rapport a u le long de cette courbe lente, on obtient ainsi une
équation de laforme (4).

2.1 Enoncedu résultat principal.

On considere I’ équation (4), que nous réecrivons avec les hypotheses précises par commodité
pour le lecteur :
e’ = f(x)u+=P(x,uz) (6)

ou f et P satisfont les propiétés suivantes.

e La fonction f est analytique dans un voisinage complexe d'un intervalle réel [a,b],
a<0<b,etavaleursréellessur I'axereéel.

e Onaxf(x) > 0pourtout z € [a,b]\ {0} ; deplusil existe A > O et p € 2IN + 1 tels
que f(z) = AzP(1 + O(x)) au voisinage de 0.

e Lafonction P est analytique dans un voisinage de [a,b] x {0} x {0} dansC3.

Définition 1. — On appelle canard local une solution de (6) qui est définie et bornée sur un
intervalle] — §,d[, 6 > 0 au sensdu début de la section, ¢’ est-a-dire bornée sur un pavé de la
forme] — 4,6 [x]0,50], 8,50 > 0.

On appelle canard global une solution de (6) qui est définie et bornée sur tout I’intervalle
[a,b].

On dit que u est un canard S* local, resp. global, s pour tout » € IN la fonction «("
est bornée sur un intervalle | — 6,0[, 6 > 0, resp. sur [a,b] (C'est-a-dire f;:—“ bornéee sur
| —0,0[x]0,e0], resp. [a,b]%x]0,=0]).

Définition 2. — Etant donnés un domaine simplement connexe D C € contenant 0 et un
secteur S = S(a,f) = {¢ € € | a < arg(e) < (}, unesolution u = u(z,=) de (6) est dite
surstable dans D x S si, pour tout domaine D’ relativement compact dans D, il existe sy > 0
tel que pour tout = dans S avec || < =g, lasolution u est définie et bornée sur D' (¢’ est-a-dire
uniformément bornée par rapport az).

On dit que u est une solution surstable locale dans la direction d S'il existe un voisinage
complexe D de 0 et un secteur S contenant |0, coe'?[ tels que u est surstabledans D x S.

On dit que u est une solution surstable globale dans la direction d S'il existe un voisinage
complexe D de[a,b] et un secteur S contenant |0, cce™| tels que u est surstable dans D x S.

Remarques: 1-Lesecteur S deladéfinition est un secteur infini, maison demandeac: d'étre
dans un germe sectoriel en 0.

2 — 1l est a noter que la solution « N’ est pas nécessairement définie sur D en entier. Dans le
contexte de I’ analyse non standard, une solution surstable est définie et limitée sur le S-intérieur
de D pour = infiniment petit dansle secteur S. Comptetenu delaforme particuliere del’ équation
(6), il est naturel de ne considéerer que des canards et des solutions surstables qui sont proches
de0, ce que nousfaisons dans toute lasuite. C’ est dgja nécessairement le cas en dehors du point
tournant x = 0 lorsque leterme = P de (6) est petit.

3 — Comme pour les canards, aucune régularité par rapport a= n’est requise. En particulier,
s pour toute direction d de3' il existe une solution surstable dans D x S, ol S est un secteur
bissecté par d, alors un simple recollement de ces solutions fournit une solution surstable dans
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D x C*. Par contre, si I’on désire une dépendance analytique en &, celle-ci ne pourra étre
réaliste en général que pour des secteurs d’ ouverture 5 — « inférieure a .

Lerésultat principal del’ article est e suivant.

Théoreme 3. — Avec les hypotheses et notations précédentes, les cing assertions suivantes
sont équivalentes :

1) Il existe une solution formelle ii(x, ) = > ., u,(x)" de (6) dont les coefficients u,, sont
analytiques au voisinage de 0. N

2) |l existe une solution surstable locale de (6) pour toute direction d.

3) Il existe une solution surstable globale de (6) pour la direction 0.

4) |l existe un canard global S de (6).

5) Il existe un canard local S* de (6).

2.2 Exemples.

Avant de demontrer ce résultat, nous présentons ici deux “contre-exemples’ élémentaires. Le
premier exemple est une équation (non analytique par rapport a =) ayant une solution formelle
mais pas de canard. Le deuxieme exemple est une équation ayant un canard (non S°°) mais pas
de solution formelle.

ExXemPLE 1. — Considérons I’ équation
s = ru+ o @)

ou « peut dependre de = mais est constante par rapport a.z. La solution générale s écrit

u(x) = u(xp) exp (122_,13) + /: < exp (x22_552> d¢ . (8)

S« = a(e) admet lasérie nulle pour dével oppement asymptotique lorsque = tend vers 0, alors

I’ équation (6) a pour solution formelle lasérie nulle. En revanche, si a est telle que lafonction
clog|a(s)| aunelimitel quand = — 0, alors|’ équation présente une butée [4] aux points ++/21.

Par exemple, Sl @ = exp (—%) alorsil n'y apasde canards, et i o = exp (—1), dorsily a

des canards locaux mais pas globaux dés que a < —v/2 et v/2 < b. Le théoréme 3 précédent
affirme qu'il N’y a pas de butée pour les équations differentielles a coefficients analytiques par
rapport ac.

EXEMPLE 2. — Il S'agit de |’ équation
cu' = 223U — 2ex . 9)

Cette équation ne possede pas de solution formelle a coefficients analytiquesen » = 0, puisque
le premier terme de la solution formelle est donné par u; (z) = }2 Par contre, nous alons voir
gu’ elle possede un canard. Pour cela, on effectue le changement de variable t = 22 et on note

v(t) = u(x). Celanous conduit al’ équation

dv
CE—t’U—c. (10)
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0.5F /

-0.5r

Figure 1: les deux solutions s annulant en +oo et —oc pour ¢ = 1/4 et a = exp(—1/¢).

Considérons la solution ¢ de (10) de condition “initiale” o(+oc0) = 0. Cette solution est définie
sur IR et donnée par laméme formule de la variation de la constante que (8), donc :

+o0 R
o(t) = / exp (—% — {—5) ds .
0

(On peut aussi exprimer v au moyen delafonctionerreur complémentairenormaliséeerfex (¢) :=

+oo
s /€ e~ du ; ontrouve o(t) = v/2zerfex (#) ) Ona, pour toutt > 0, |#(t)] < #(0) =

V5. On en déduit que la solution @ de (9) de condition initiale i(+oc) = 0, donnée par
a(x) = v(x?), est limitée — et méme tend vers 0 avec = — sur tout IR.

Notons cependant que cette solution # aune dérivée quatrieme non limitée en 0, donc ne satisfait
pas | hypothese du théoreme 3 : en dérivant (9) on obtient

cu® = 223u® 4 1822 + 3620’ + 12u ,

d'oll ™ (0) = 6,/2.
Dans le plan complexe, le relief [5, 8], qui est lasurfacede € x R 5 (x, z) d’'équation

z = R(x) := Re ( / | 2§3d§), présente quatre montagnes contenant chacune un demi-axe —
0

réel ou imaginaire pur — et quatre vallées contenant chacune une demi-diagonale La solution
u apour prolongement complexe une solution proche de la courbe lente sur les deux montagnes
contenant chacune un demi-axe réel, mais pas sur les deux autres montagnes, alors qu’ une
solution surstable serait proche de la courbe lente sur tout un voisinage de 0.
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-0.5f

-0.5F

1 | | | | | | | | J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figure 2: les solutions a et o pour = = 1/4.

3 Preuvedu théoreme 3.

Nous I’avons décomposée en boucle dans I’ ordre de I’ énoncé. Auparavant, nous décrivons la
solution formelle de (6). Cette description ne nous sera utile que pour la section 3.5, mais nous
avons jugé préférable de la présenter des a présent.

3.1 Etudedelasolution formellede (6).

Larecherche de solutions formellesde (6), u(x,2) = >, -, un(x)c", acoefficients analytiques
enz = 0, aboutit al’ équation suivante : -

k
Z ul (2)e" T = flx) Z Uy (2)e" + & Z Pra(T) (Z ’uy(;r‘)c’”) e, (11)
n>0 n>0 k>0 V>0

o les py, sont définis par P(z, u,e) = 33, ;5 Pra(@)ue’.
En notant ¢, (z) = ¢, (ug, ..., u,)(z) letermeen " del’ expression

k
Z;Dk,z(l’) (Z UVEV) e,
k>0 v>0
on obtient par identification formelle les équations

UoEO
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et
Vn Z 1 ’ 'ng_1 = fun + ¢n.—1 . (12)

Par récurrence sur n, Si uq, ..., u,,—; ont pu étre calculés et sont analytiques au voisinage de 0, et
s

uy_y (2) = dpos(2) = O(a?) (13)
au voisinage de » = 0, aors (12) donne u,, := %(u;fl — ¢n_1), QUi est bien analytique au
voisinage de 0. Réciproquement, la condition (13) est bien entendu une condition nécessaire
pour que u,, Soit analytique. Nous avons donc démontré le résultat suivant.

Proposition 4. — |l existe une solution formelle de (6) a coefficients (u,, ), analytiques en
0 si et seulement si pour tout entier n lejet d'ordre p en 0 de u), — ¢, (u. ..., u,) €st nul. Dans
ce cas les coefficients (u,,),en Sont donnés récursivement par «, = 0 et

1, |

un = 7 un— - an—l) N

f ( 1 )
Notons au passage — ceci hous servirapar lasuite— que pour tout n > 1 il existe une fonction
R,, (dépendant a priori de =) analytique et bornée au sens du début de la partie 2, pour = dans
un voisinage standard de 0, telle que

n—1 n—1
P (T Z 1@(17)5”,6) = Z o ()" + "Ry () . (14)

3.2 Delasolution formelle aux solutions sur stables.

Nous commengons a présent la démonstration du theoreme 3. En ce qui concerne I'implica-
tion 1)=-2), nous utilisons simplement les résultats généraux obtenus dans [9], précisement la
proposition 8.3, qui s exprime de la fagon suivante dans les termes du présent article.

Proposition 5. — S I’équation (6) possede une solution formelle a coefficients analytiques
sur [a, b] alors elle possede une solution surstable locale pour toute direction d.

Une preuve directe consisterait a montrer a |’aide d’une équation majorante et de normes
adaptées, appelées normes de Nagumo modifiées dans[9], quelasérieformelle solution satisfait
des estimations de type Gevrey. On construit alors par une transformée de Borel formelle de la
série puis une transformeée de L aplace tronquée une gquasi-solution, ¢’ est-a-dire une fonction u
qui satisfait I’ équation a exponentiellement petit pres. Le lemme de Gronwall permet alors de
construire une solution surstable.

Une autre preuve consisterait a plonger |’ équation (6) dans lafamille a p parametres

eu' = f(x)u + eP(x,u,e) + Z apat ! (15)

k=1

et autiliser lerésultat 6 de[6]. On note F' laprimitive de f s'annulant en 0, et C,. lacomposante
connexe contenant 0 de I’ensemble {x € € ; |F(x)| < r}. Pour r suffisamment petit, les
fonctions f et P sont analytiquesdansun voisinagede C,., resp. C, x {0} x {0}. Lasommation
“au plus petit terme” @ = Z,[fﬁ)] a,<” del’unique solution formellea = ), ., a,<™ fournit une
valeur du paramétre a = (o, ..., «,) pour laquelle il existe une solution surstable pour toute
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directiond €3'. Puisquel’ équation (6) sans paramétre possede dgjaune solution formelle, ¢ est
gue la solution formelle a est identiquement nulle, donca = 0.

En somme, le passage d’une solution formelle a une solution surstable locale nécessite
I" utilisation d’ outils puissants, qui sortent du cadre du présent article.

Insistons sur le fait que la solution surstable construite ne peut pas en général dépendre
analytiquement de = dans tout un voisinage pointé de 0. Cependant, la proposition 8.3 de [9]
fournit des solutions surstabl es anal ytiques par rapport a = dans des germes sectoriels.

3.3 Prolongement d’une solution surstable.

Nous demontronsici le résultat suivant.

Theoreme 6. — S I’ équation (6) a une solution surstable pour = dans un voisinage complexe
de 0 pour toute valeur de arg(c), alors elle possede une solution surstable pour = dans un
voisinage de[a, b] et pour ¢ réel positif.

Preuve. Notons comme précedemment F' la primitive de f Sannulant en 0. D’apres les
hypotheses faites sur f, la fonction I est réelle positive pour = réel. Par ailleurs, il existe
a,beRaveca < a <b< btelsque d unepart F'(a) # F(b), et d autre part les coefficients f
et P de(6) sont analytiques pour = dansun domaine D contenant [a, 13]. Il suffit donc de montrer
qu'il existe une solution surstable dans un domaine contenant |a, 13[. On peut auss supposer
sans perte de généralité que F (@) > F(b). Pour simplifier les notations, nous noterons encore
a et b cespointsa et b.

Les lemmes qui suivent ne revendiquent aucune originalite. On les trouvera en substance
dans[8] dansune version non standard, et dans[19] pour le caslinéaire. Nous présentonsici des
enonces adaptés al’ article. Pour les commodités de lecture nousincluons aussi leurs preuves.

Le premier lemme est analogue au théoreme 2 de [8]. Ce résultat exprime le fait qu’une
solution de (6) de condition initiale proche delacourbelente se prolongelelong d’ un chemin de-
scendant lerelief R(z) := Re(F (x)). Nousavonstoutefois apporté |es modifications suivantes :
(&) nous construisons une solution sur tout un domaine en x et pas seulement en restriction aun
chemin, (b) lasolution construite est analytique par rapport a= dans un secteur. Dans un but de
simplicite, nous avons choisi de ne présenter le résultat que pour un type particulier de domaine

Lemme7. — Soitz; € Detsoitl’ = {~,| s € [0, 1]} unefamille C' de chemins partant de z;
et restant dans D, c’'est-a-dire T : [0,1] — D declasse C'! tellequeVs € [0, 1], T'(s,0) = 1.
Soit d; < d» deux directions de3!. On suppose que tous les chemins de la famille I' descendent
pour toute direction de [d, do] ; autrement dit,

d

Vd € [dy,ds], V(s,t) €[0,1]*, —Ra(7.(t)) <0,

Tt
ol on a posé Ry(z) := Re (F(x)e '*). Onnote K = I'([0,1]?). Soit enfin u; = u;(¢) une
condition initiale analytique en ¢ telleque u; = o(1) quand s — 0.
Alors il existe £ > 0 tel que la solution « de (6) de condition initiale u(z,) = u; est

analytiqguedansun voisinagede S x K avec S :={c € C| 0 < |g| < ¢, dy < arge < dy} €t
satisfait u(z, x) = o(1) quand ¢ — 0 dans S, uniformément sur K.
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Preuve. Par compacité, il existe C',5 > 0 tels que pour tout (s,t) € [0,1]> et d € [dy,dy],
I < C et FRa(:(1) < =0.

Quitte a restreindre un peu D, on peut aussi SUpPpPOser que, pour r,zy > 0 assez petits,
|P(x,u,c)| est borné par une constante M > 0 pour = € D, |u| < r et |2| < &o.

Soit p €]0, r[. Nous allons montrer que, pour p suffisamment petit, il existes; > 0 tel que
pour tout = € S avec |¢| < £ ettout s € [0, 1], lafonction v. : ¢t — u(s,~,(t)) est définie sur
[0, 1] et satisfait |v.(t)| < p. Puisque pour ¢ assez petit on a |v.(0)| = |ui(e)| < p, d' aprésle
principe de majoration a priori, il suffit de montrer que I’ensemble {||v.|| < p} est invariant,
c'est-a-dire que, si |v.(t)| = p alors L|v.(t)| < 0 pour ¢ assez petit. Ona

%v(t:)ﬁ(t:) = 2Re ('

—

() 7O T (1)
Flnl(®)olt) + 2P<%<t>,v<t>ve)) v;@j)w))
L) O + plt, o).

Il

=

o
7N
7N
m | N

Il
[
A
oy

avecd := arge et p(t,v,e) := 2Re (P(7s(t), v,2) (1) T).

Sifv(t)| = paors< |v(t)|? < —28p?/|e| +2MCp,donc L v(t)|* < 0 desquels| < z; :=
min (50, A—j";) Ceci prouve I’ existence de u le long de tout chemin de I". L’analyticité en
résulte du theoreme de dépendance analytique par rapport aux conditions initiales. 0

Lesecond lemme présentéici correspond essentiellement aux propositions 1 et 2 et au theoreme
1 de[8]. Cereésultat concerne I’ exponentielle proximité des solutions de (6). Ici encore nous
avons eu besoin de le modifier pour la suite, et de lui donner un contenu plus quantitatif que
dans|[8].

Lemme8. — Soit u, une solution de (6) définie dans un domaine 2 pour = assez petit avec
arge = d. Soit z; et x9 deux points de 2 et v un chemin dans € joignant z; a xo. Soit u une
autre solution de (6) définie dans un voisinage de x4, et enfin soit « > 0 tel que

u(xy) — ug(ay) = o (e /) .

On suppose que pour tout = € v* := ([0, 1]) ona Ry(x) — Ra(x1) < a.

Alors d’une part la solution « se prolonge sur ~*, et d’ autre part on a
u(xa) —ug(z2) =0 (e_/mf‘) avec = a+ Ry(r1) — Ry(zs) .

Preuve. On utilise I’équation aux variations : |'écart y. = u — uq satisfait une équation de la
forme

ey = f(@)y: +ePri(2, uo(2). Yo, £)y:
avec P, analytique au voisinagede D x {0}%. (P, est définiepar P(x,u + y,2) — Pz, u,e) =

Pi(z,u,y,€)y.)
Sur un chemin C contenant z; ou y. est définie et vérifie y(x) = o(1), on en déduit que y.
satisfait
ve(@) = ye(er) exp(L (F(2) = F(ar) + 0(2)) = O (e(w1) exp( (Ra(@) = Rala1))))
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uniformément sur C. Le principe classique de majoration apriori montre alors que v, est définie
sur v~ et satisfait pour tout « € v*, y(z) = o (exp (i (Ry(z) — Ra(x1) — a))) 0

Suitedelapreuvedu théoreme 6. Rappelonsquelesnotationsa et b ont bougé depuis!’ énoncé
(au début de la preuve) : il nous suffit a présent de montrer qu'il existe une solution surstable
sur un domaine contenant |a, b|.

Pour » €]0, F'(b) [, on note C,. la composante connexe contenant 0 de I'ensemble {z €
D ||F(x)] <r}. Sirestsuffisamment petit alors, d’ une part C, est un compact de D, d autre
part, pour toute direction d €3, il existe une solution «§ surstable dans un domaine contenant
C, pour arg(s) = d.

Soit 6,0" > 0 telsquer = F(b)sind = F(a)sind’ (6 > ¢'). Considérons le domaine A
délimité par des portions des courbes {z € D | arg(F(a) — F(z)) = £¢', |F(a) — F(z)| <
F(a)cosé'}et{x € D| arg(F(b) — F(x)) = %0, |F(b) — F(x)| < F(b) cos 0} et par lesdeux
portionsdu bord de C,. refermant ces courbes de fagon aformer une courbede Jordan C'* excepté
ena et b. Pour r suffisamment petit, ce domaineest rel ativement compact dans D. On décompose
cedomaineen A = A,UA,UC,,0UuA, et A, sont les domaines contenant respectivement a et b
dansleursbords, dont lesimagespar /' sont lestriangles de sommetsrespectivement F(a), pa, 4,
et F(b), pp, @y, VECp, = 1expi(m/2 —0"),q, = rexpi(0) —/2),pp = rexpi(n/2 —6),q =
rexpi(d —w/2).

Figure 3: le domaine A et sonimage par F (ici F(x) = z?). Les préimages par F sont notées
avec des primes.

On considere a présent = dans le secteur fermé S5 = {¢ € C | |arg(e)| < § — 6}. Soit
u, la solution de (6) s'annulant en « et u, la solution de (6) S'annulant en b. D’apres le
lemme 7 (voir aussi proposition D de [5]) ces solutions sont surstables respectivement dans
A, X Sy et A, x S;. Puisque nous avons déja une solution ug surstable dans C,. pour chaque
direction d de$', le lemme 8 (avec respectivement wy = ul, u = u, € uy = ul, u = up)
entraine que les deux solutions u,, et u, sont elles aussi surstablesdans C,. x Sy, resp. C,. x S
(voir aussi le commentaire ‘relation entrée-sorti€’ a la suite de la proposition E de [5]). En
particulier elles sont définies au point + = 0. De plus, d'apres le lemme 8, pour tout =
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avec |arg(e)] < 5 — 0, on a u,(0,2) —
Vi <1, u,(0,¢) — up(0,2) = O(exp(—7/c))

ub(O,g) = O(exp(—(r + o(1))/|g]) (C'est-a-dire

Considérons a présent Iafonctlon piEu (0 g) — ub(o ¢). Cette fonction est analytique et
borneedansun secteur Sy = {¢ € C | |g| < &p, |arg(e)| < 5 — §}. Depluselle satisfait, pour
|arg(e)| = 5 =0, [(e)] = Olexp(=(r + o(1))/|e]) = O(exp(—(F(b) + o(1))/e). D’ apresle

théoreme de Phragmen Lindelof, ceci reste vrai pour tout = dans Sy. En utilisant a nouveau le
lemme 8 (avec cette fois ug = u,, u = u,) on en déduit que, pour arg(c) = 0, lasolution u,
est surstable dans tout le domaine A. 0

Remarque : Nous nous sommes restreints au cas particulier ou f est avaleursréellessur |’ axe
réel, [a, b] est un segment réel et = est réel positif, mais le théoréme 6 s adapte sans peine a des
situations plus “complexes’.

3.4 Dessolutionssurstables aux canards.

Proposition 9. — Siil existe une solution surstable locale (resp. globale) de (6), alorsil existe
un canard S local (resp. global) de (6).

Preuve. A partir d une solution surstable locale (resp. globale) on construit une solution
surstable avaleursréelles sur |’ axe réel en considéerant une condition initiale réelle sur I’ axe réel
et en utilisant le lemme 8 précédent. Par exemple, avec |es notations de la section précédente, si
F(a) > F(b),lasolutions annulantenunpoint @ < « suffisamment prochedea est surstable sur
unvoisinagede[a, b ] (il s agissait d' ailleurs de la solution notée u,, dans la section précédente).

A partir d’une solution surstable locale u (resp. globale) avaleurs réelles sur I axe réel on
obtient évidemment un canard par restriction. Pour montrer que les dérivées de u sont elles
aussi bornées, on utilise les formules de Cauchy pour les dérivees, en restreignant au besoin le
domaine. 0

3.5 Descanardsalasolution formelle,

Jusgu’ aprésent, nous avons demontré touteslesimplicationsi)=-i+1) du theoreme 3 (laderniere
étant tautologique). Pour achever la preuve du theoreme 3, il nous suffit donc de refermer la
boucle en démontrant le résultat suivant.

Théeoreme 10. — S I'équation (6) possede un canard S local alors (6) possede une solution
formelle u(s,z) = >, -, un(x)e™ a coefficients u,, analytiques au voisinage de 0 dans C,
donnés récursivement par (12).

Preuve. Raisonnons par |’ absurde, et supposons d’ une part que I’ équation (6) a un canard S
u = u(z) sur unintervalle [—0, 8], & indépendant de =, et d’ autre part que |’ équation (6) n’a pas
de solution formelle. Utilisant laproposition 4, on suppose donc qu’il existe n > 2 tel que pour
kEe{l,..,n—1}:
Uy — Pp—1 = fuy, (16)
etpour k =n:
U1 (2) = Gno1 () = —aga? + 2% g(x) (17)

avec a, # 0, ¢ < p et g holomorphe limitée dans un voisinage de = = 0. Nous allons montrer
qu’ unedérivée u™ est non bornée, pour un certainm. Pour celaon considere ladifférence entre
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u etla(n—1)-iéme somme partielle delasolution formelle. Vue sousune*“loupe’ adéquate — a
lafoissur lavariable et sur I'inconnue — cette différence est une sol ution bornée d’ une équation
différentielle regulierement perturbée. |1 s ensuit queleterme principal de cette sol ution satisfait
une certaine équation différentielle qui N’ apas de solution polynomiale. Or laloupe apour effet
d aplatir les dérivées. En revenant aux variables du début, on en déduit gu’ une dérivée d’ ordre
suffisamment élevé de v serait non bornée, ce qui permet de conclure. Détaillons a présent la
preuve.
L e changement d’inconnue adéquat est |e suivant :

U= Z wes® + £y avec = eri (18)

Lemmell. — S u est une solution de (6), alors la fonction v définie par (18) satisfait une
equation differentielle de la forme:

ev' = (f(2) +2Q(x,v))v + 1 (age? — 29 g(x)) + enR(x) (19)

avec g, Q et R holomorphes et bornées pour = dans [—4, ] et pour v borné.

Preuve. Remplacons |’ expression (18) dans I’ équation (6). On obtient :

n—1 n—1
Zu;ekﬂ + En: v = Zf( r)upe” 4 £ f( Jo+eP (1’2 ue® + —zv,e> . (20
k=1 k=1

En utilisant (16) pour & = 1,...,n — 1 et en multipliant par -, on obtient :

n—1
ev' = f(x)v —nu,_(z) — dn_1(x))) + 71]7—1 (P (;17, Yu + % v,e) — ; ¢k(;r‘)6k> .

Majoronsle dernier terme. On a

P (r, Yu+ % 'v,s) = P(z,Xu,e) + % vQ(z, )

avec .
Q(x,v) ::/ ‘9—5 v, Su+ v, 2) db .
o= [ 8 (rmu )
De plus P (x,Xu,¢) Z‘/)’* + e"R(x) avec R := R, d'apres la formule (14) du
paragraphe 3.1. Onen deduit le lemme en utilisant aussi (17). 0

Il nous faut a présent utiliser I’ attractivité de la courbe lente pour montrer que v reste borné
sur [—4,0[. Lorsque = est fixé strictement compris entre —¢ et 0, cela résulte simplement de
la développabilité des solutions lentes ([11] ou [18] theorem 40.1). Nous allons voir que ceci

persiste pour certainsx < 0 del’ordrede et Schématiquement laraison est que, pour detels

xr avec |:1:5_#| suffisamment grand, e terme prépondérant du membre de droite de (19) est
f(x)v, qui est du signe contraire de v.

Lemme12. — Pour tout » > 0, il existes; > 0 et Z > 0 tels que |v(e, x)| < r pour tout
r< —ZVrth et < 2 < &
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Preuve. |l suffit de le démontrer pour » suffisamment petit. On sait d§a que v(=, z) = O(n)
sur tout intervalle de laforme [a, —d] avec § > 0 indépendant dec=. Si ¢ est suffisamment petit,
il reste amontrer I'énoncé sur [—4, —Z=1/P+Y] pour Z bien choisi.

D’ apres les hypotheses, pour tout » > 0 suffisasmment petit, il existe XK' > 0 tel que
|Q(e,z,v)] < K pour tout = < 0, |[v] < r et ¢ petit. De plus il existe 4 > 0 tel que
f(z) < —plx|P pour —6 < = < 0.

Il suffit de montrer que I’ensemble {|v| < r} est un ensemble invariant pour (19) sur
[—d, — 2!/ P+ 5 Z est bien choisi. |1 suffit donc de montrer que, pour tout = < —Z=!/(P+1),
onav'(s,z) < 0s v(s,x) =r (etdemémequev'(c,z) > 08 v(s,z) = —7).

En posant » = —z=!/(P+1) et en supposant que v(=, ) = r, on obtient par (19)

et/ (g,x) < —pr PPt p 4 g, [P/ PFD 27 4 O(c)
o . {|a| 1/(p—q)
etdonc?'(s,2) <08 2> Z,avec Z := (—q +1)

ur

, €t sl ¢ est suffisamment petit.

Effectuons a présent le changement de variables » = 5#)(, V(X) = v(z) et f(z) =
e7+1 F(X). Onaainsi pour tout X borng, F(X) = X7(\ + o(1)), avec A fixé non nul.
L’ équation (19) devient alors, en désignant par un point la dérivation par rapport a X :

V = AXPV +a, X+ aP(s, X, V) (21)
oll a est un nombre qui tend vers 0 avec = et ol P est une fonction holomorphe et bornée pour
£ — 0 et pour X,V bornés. Lelemme 12 précédent fournit une condition initiale Xy = Xy(¢),
négative et bornée, telle que V' (X,) est borné. Par compacité, on peut aussi supposer que X (<)
aunelimite, notée ° X, quand = — 0 ; on note °V" lalimite de V' (X,) quand ¢ — 0.

Lemme 13. — Soit W la solution de |’ équation

W = AXPW + a,X? (22)
de condition initiale W (° X,) =° V. Alors pour tout entier fixé m et pour tout X" bornéon a

V(X)) s WM(X), e=0.

Preuve. On considere les équation (21) et (22) dans le champ complexe. La fonction W
étant solution d’une éguation différentielle linéaire sans singularité, elle est entiere. D’ apres
le theoreme classique de dépendance continue par rapport aux parametres (en restriction sur
chague demi-droite issue de X, on obtient une équation différentielle réelle a valeurs dans €
que I’on peut identifier aIR?) on en déduit que lasolution V' est définie en tout point complexe
borné, et que V' (X) — W (X), £ — 0 pour tout X complexe borné. Pour |es dérivées on utilise
alorslesinegalités de Cauchy (on peut aussi utiliser I’ équation différentielle). 0
Lapreuve de I’ énoncé suivant est immeédiate.
Lemme 14. — L’équation (22) n’a pas de solution polynomiale

D
Revenons a la preuve du théoreme 10. On déduit des lemmes 13 et 14 que pour tout en-
tier fixé m, il existe X,, € R et a,, > 0 indépendants de = tels que [V ™ (X,,)| > an
(choisir a,, := W™ (X,,) avec W™ (X,,) # 0). On en déduit, avec z,, := X, que
[0 (2,)] = 1 [V (X,)] > 29 ap, d 00 0™ (2) = O(1) + "5, || > .
Pour m > n(p + 1) lemodulede u!™ (z,,) tend donc vers + oo, ce qui contredit I’ hypothése du
théoreme 10. 0
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4 Application aux equationslineaires du deuxieme ordre.

Nous revenons dans cette partie a |’ équation (1)
ey + p(z,e)y +Y(z,2)y =0

ou ¢ et 1) sont deux fonctionsanalytiquesen lesvariables r et = dansun voisinagede[a,b] x {0}
de €. Comme dans I'introduction, on note ¢, et v, les fonctions de la variable > obtenues
pour £ = 0. On suppose que y, aun unique zéro dans [a, b ] au point 0 et on note p I’ ordre de ce
zéro. On suppose de plus que ¢, est positive sur [a, 0 [ et négative sur | 0, b] (donc p est impair).

Comme précedemment la dérivation est par rapport a x, et nous omettons la dependance en
. Leterme“born&” signifie donc “borné uniformément par rapport a=".

Définition 15. — Soit I C [a,b] un intervalle contenant 0 dans son intérieur. On appelle
solution résonnante S°° sur I une solution de (1) bornée sur 7, ne tendant pas vers lafonction
nullesur I lorsque = — 0, et dont les dérivées atout ordre restent bornées sur 1.

Une solution résonnante S locale est une solution résonnante S sur un intervalle ouvert
contenant 0.

Une solution résonnante S>° globale est une solution résonnante S° sur un intervalle ouvert
contenant [a,b].

Nous faisons a présent |” hypothese supplémentaire suivante.
HYPOTHESE 4. — La fonction vy, a un zéro d’ ordre au moinsp en 0.

Dansle casou cette hypothese n’ était pas satisfaite, il est possible de montrer que, s'il existe
une solution résonnante, alors la fonction ¢4 a un zéro d’ordre au moins p — 1 et la quantité
xihg(x) /po(z) tend versun entier congru a0 ou 1 modulo p + 1 lorsque = — 0. Nous espérons
pOUVOIr NOUS ramener au cas ou cet entier serait 0 par des changements d’inconnue rationnels
sur v du méme type que dans [2].

Theoreme 16. — Avec les hypotheses et notations précedentes, les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

1) Il existe une solution formelle y(z,c) = 3. -, ya(x)c" de (1) dont les coefficients y,, sont
analytiques au voisinage de 0. -

2) Il existe une solution résonnante S>° locale

3) Il existe une solution résonnante S* globale

Preuve. Comme annonce dans|’introduction, on utilise I’ équation de Riccati associée : posons
v = 2. Ceci nous conduit al’équation

et = —p(x,8)v — Y(x,8) — ev? (23)

munie de la courbe lente vy = —g Avec |I"hypothese 4 précédente, cette courbe lente est
analytiquesur [a,b]. Le changement d’inconnue v = vy 4+ u aboutit &1’ équation (6)

u' = f(x)u+eP(x,u,e)

[

Ol‘,lf:—(poet

/ f i/ 2

Vg — LWy — o 1 , s p

P=20""y+ FO 200 4 (o — otlh) — (J—O +u) . (24)
€ £¥o ¥0 2
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Ces fonctions satisfont les hypotheses 1, 2 et 3 du paragraphe 2.1, et le théoréme 3 s applique.
Il suffit donc d’ établir lelien entre les solutions formelles de I’ équation (1) et cellesde (6) d’ une
part, et entre les solutions résonnantes de (1) et les canards de (6) d’autre part. En d'autres
termes, la preuve du théoreme 16 repose sur |’ énoncé suivant. 0

Proposition 17. — 1. L’équation (1) possede une solution formelle j(x,c) = Y- o, yn(@)
" a coefficients analytiques sur [a,b] s et seulement si (6) possede une solution formelle
(7, 2) = 51 ua(r)e" @ coefficients analytiques sur [a, b].

2. Soit y une solution de I’ équation (1), et u = % — vy = ’3 + ”0 la solution correspondante
de|’équation (6). Alors la fonction y est une solution résonnante 5 locale (resp. globale) de
(1) sl et seulement s la fonction « est un canard S local (resp. global) de (6).

Preuve. 1. Si I'équation (1) possede une solution formelle y(z,c) = Y o yn(x)e™ @
coefficients analytiques sur [a, b] aors le premier terme y, est une solution non triviale d’ une
equation du premier ordre non singuliere (simplifier par 2? |’ équation réduite) donc ne s annule
pas sur [a,b]. |l Sensuit que (6) possede aussi une solution formelle & = ‘j + io dont le
premier terme est nul. Réciproquement, si i(x,e) = 3 -, un(x)e" est une solution formelle

de (6), alors I'expression exp (/ (vo(&) + ﬂ(g,é))df) est une série formelle qui satisfait
formellement I’ équation (1). ’

2. L’équivaence entre la résonance au sens de Ackerberg-O'Malley (C'est-a-dire non
nécessairement S>°) de I’ équation linéaire (1) et la présence de canards pour |I'éguation de
Riccati associée (23) a été établie dans [7]. Les résultats de Jean-Louis Callot sont aussi
reproduits dans [3]. Par ailleurs, puisque les solutions u et v de (6) et (23) sont liees par
u = v — vy, les énonces concernant u sont éguivalents a ceux concernant v

Il reste & montrer que ™ est bornée pour tout n si et seulement si v(® est bornée pour tout
n. Pour celaon montre par récurrence sur » > 0 par un calcul direct que v~ est delaforme

- ( 1)
U(n—l) — y( ) . Pn(yﬂ y/7 7y( )) (25)

Yy y"

oU Pn est un polyn@me Puisque la fonction y, ne s annule pas sur [a,b], il Sensuit que

bornee entraine v(™ bornée. Réciproguement, y™ s écrit en fonction de v~ et de
y,y’, Ly gracea(25), donc par récurrence, y™ s écrit en fonction de y et des v pour
1 <n. O

5 Construction d’éguationsrésonnantes.
On se propose de construire une équation
ey =22y + g(x,e)y =0 (26)

avec g analytique en z, = au voisinage de 0 € €2, qui posséde des solutions résonnantes, et
dont toutes les solutions formell&s non nulles sont divergentes. Dans un but de simplicité,
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nous traitons uniquement le cas yy(z) = 1, ce qui est équivalent au cas g(z,0) = 0. Nous
supposerons aussi pour des raisons techniques || < &, avec gy < 1 fixé. L’ avantage d’ avoir
fixélecoefficient dey' est le suivant : si y; est une solution de (26), alors une deuxieme solution
est donnée par y» = Ty, ol

(T'y)(z,¢) = y(x,¢) /0 e oy(t,e) M dt (27)

Laméthode de construction est la suivante :

1. On construit une fonction z : D x S — €, ou D = D(0,1) C C est le disque ouvert

unité, et S est le secteur S(— 34—” ?f, o) delasurface de Riemann du logarithme, telle que

2(0,e)=1 et z(z,e) > 1 quand S5 — 0 (28)
uniformément sur D, et vérifiant de plus
2(w,2€™) = 2(x,2) + ¥°(T2)(x,2) quand |arge + 7| < T, (29)
ou T est I’ opérateur défini par (27).
2. On montre que |’ équation (26) satisfaite par =, ¢’ est-a-dire avec

N o

g(x,e) = —6%(1‘,6) + QTT(T:") , (30)

~ ~

est un exemple non trivial d’ éguation avec une solution résonnante S°°, dansle sensou la
seule solution formelle convergente est la solution nulle.

En bref, on construit une équation (26) telle que sasol ution résonnante S aunemonodromie
prescrite quand ¢ fait un tour autour de O.
Remarques: 1. On peut remplacer la constante y,(x) = 1 par toute fonction qui ne s’ annule
pas sur |"adhérence de D. On peut remplacer le coefficient 2z dey/’ par d’ autres fonctions de «
ou de (z, ) — ceci est en particulier intéressant pour les cas z”, p impaire.

2. Onpeutremplacer ¢/ par unefonctionanalytiquearbitrairesur lesecteur |arg  + 7| < T
a condition gqu’ elle soit exponentiellement petite. On peut remplacer le secteur S par tout bon
recouvrement convenable. Lataille du voisinage de O pour lequel ~ peut étre construite, depend
delaconstante (ici 2) et du recouvrement. Ceci permet de construire des équations résonnantes
sur d’autresdomainesen x.

3. Lafonction = ne prend probablement pas de valeurs réelles lorsque = et = sont réels et
positifs, mais ceci peut étre accompli en utilisant une équation plus “ symétrique”, par exemple

2(w,ce™) —ieE(Tz)(v,2e™) = 2(x,2e™™) +ie?*(Tz)(v,2e”™) quand |args| < I .

Le point 1 de laméthode décrite préceédemment est relativement technique et délicat. Nous
I’exposerons a la fin de I’ article (théoreme 19). En ce qui concerne le point 2, il faut montrer
d’une part que ¢ est analytique en = €t =, et d'autre part que toutes les solutions non nulles
sont divergentes. La présence du terme /¢ dans (28) est dgja un indice de la divergence d’un
déevel oppement éventuel de -.

Admettons pour I’instant qu’il existe une fonction ~ satisfaisant (28) et (29). En diminuant
£0 S nécessaire, on définit alorsunefonction g : D x S — € par (30). Montrons que g est bien
analytiqueen x et = :
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Proposition 18. — La fonction ¢ définie par (30) est uniforme ; autrement dit :
g(x,c€*™) = g(x,e) pour € D, e € S, |arge + 7| < T

Preuve. On peut le vérifier bien sir par un petit calcul, mais ce n’ est pas nécessaire. On définit
g par (30). Alors = satisfait (26) avec cette fonction g. Nous avons vu que 7'z satisfait laméme
équation, donc le coté droit de (29) aussi. En utilisant (29), on obtient que = (x, =) et z(x, ze*™)
satisfont laméme équation (26) pour » € D et |arge + 7| < §. En uilisant de nouveau (30),
on obtient |’ énoncé. 0

Puisque |(T'z)(z,2)| < C e/l quand = € D, |argz + 7| < T, la différence z(x, ze>™) —
z(x,c) est exponentiellement petite quand |arge + 7| < §, ¢ — 0, uniformément pour z €
D. D’apres un théoreme de Ramis-Sibuya (voir aussi ci-dessous), z(z, ) possede donc un
dével oppement asymptotique Gevrey d’ordre L quand= — 0. Onnote (xz,) = >z, ()"
la série formelle correspondante.

Puisque la fonction > n’est pas uniforme, la série 2 est nécessairement divergente pour
certaines valeurs de  # 0. On se propose a présent de trouver des equivalents asymptotiques
de z,(z) lorsquen — oo, pour x # 0, arg v ¢ TZ.

D’ apres (28), on obtient, quand arge = £7, — 0

Tr(z,e) ~ S |arga| < = ou | <
Z\r,g) ~ -\ —TE argxr — argr — m —
€)™~ 3 g 1 g 1
et g s
C "2 /- . {
Tz(x,e) ~ %eﬁﬁ S |argr £ 7/2| < 1

Bien slir, ces dével oppements ne sont uniformes par rapport ax que dans des compacts contenus
dansles divers secteurs. Ceci implique

2(x,2€*™) — z(z,8) ~

N : € 2+ 22
V—nze? resp. 2(;1:,5627”‘) —z(x, &) ~ 2—exp ( t ) (31)
. . . -

[

N | =

dans les mémes cas qu’ avant. En utilisant laformule de Cauchy-Heine [17]

T -~ Tl

‘ 1 [eoe .du 1 e : ominy dpL
Z(z,e) = —/ z(x, ) + — (z(2, p) — 2(x, pe®™)) ——

2T J o emni pH—e 2w J n—e

(x € D, |¢| < &g, |arge| < ) on obtient
1o 1 [T . I
2o () = 3. /606_” 2z, )™ (Mi + 51 /) (2(2, 1) — 2 (2, pe®™)) " % .

Enutilisant (31), ceci nousdonnel’ existence d’ uneconstante C' # 0 et d’ unefonction analytique
G # 0 tellesque

2(x) ~ C27"T(n— 3) resp. z,(z) ~ G(z) (24 2?) "T'(n—1)

quand n — oo dansles casintroduits ci-dessus, avec enoutre arg » ¢ SZZ.

Ceci confirmelecaracteredivergent et Gevrey 1dez. A priori il semblepossibledeconstruire
une sol ution convergente en multipliant Z par une certaine série formelle indépendante de z. Ce
n'est paslecas, car Z(x, c) est d§aconvergente pour lavaleur » = 0. Par ailleurstoute solution
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formelle de (26) est nécessairement un multiple de 2. En effet, le wronskien de deux solutions
est un multiple de e**/¢, donc il ne peut pas'y avoir deux solutions formelles indépendantes.

Par consequent, si I’on a trouvée une fonction z satisfaisant (28) et (29), on obtient bien un
exemple d’équation analytique de la forme (26) ayant une solution résonnante S°°, mais dont
toutes | es solutions formelles non nulles sont divergentes.

On pourrait aussi penser qu’ une série (¢, ='/%) = 2(t"/*, 2) converge pour certains entiers
positifs r, s. Ceci n est pas vrai non plus : la dérivée 4 (¢, *1/5) = L (te"/* e)e"/* devrait étre
convergente, mais % (0, <) diverge. En effet, d’ apres (28) et (29), ladérivee 4= d: =(0,¢) dez satisfait

dz

it - 2/e
o (0,2) + e

(0, ce’™) =

quand |arg = + 7| < 7. Comme précédemment, ceci entraine que les coefficients d,, de sasérie
asymptotique pour ¢ — 0 satisfont d,, ~ C'27"(n—1)! quand n — oo ; elleest donc divergente.

Théoreme 19. — Pour ¢, suffisamment petit, il existe une fonction - satisfaisant (28) et (29).

Preuve. On pose z(z,c) = 1+ u(x,e) et il reste & montrer |’ existence d une fonction « :
D x S — C,tellequeu(0,c) = 0,u = O(¢) quand ¢ — 0 uniformément pour = € D et

ulw, =) = ulw,) + ¢ [T(1+ )] (x,) (32)

quand z € D, ¢ € S, |arge + 7| < 7. Ceci serafait en réécrivant (32) comme équation de
point fixe. Pour celaon introduit deux types d’ espaces de Banach :

e B(D), I'espace desfonctions v(z, ¢) analytiquessur D x V',V = S(—2%, —3% =), pour
lesquelles il existe une constante C' satisfaisant |v(z,2)] < C'le|” quand z € D, = € V.
Comme norme || ||, sur B(D) on choaisit I'infimum de ces constantes C'.

o &£(D), I'espace des fonctions w(z, £) analytiquessur D x S, S = S(—2F, 2% &), pour
lesquelles il existe une constante K satisfaisant |w(x,¢)| < K |¢| quandz € D, ¢ € S.

Comme norme || ||, sur £(D) on choisit I'infimum de ces constantes .

Pour desfonctionsv : V' — € et w : S — € onintroduit de maniéere analogue les espaces B et
E.
On utilise le lemme suivant dont la demonstration est donnée plus bas:

Lemme20. — Il existe un opérateur lingaire continu ¥ : B — £ tel que, pour tout v € B,
I"image w = Yo satisfait

w(ze’™) = w(e) + v(z) quand e € V. (33)
On introduit a présent |’ opérateur . : B(D) — £(D) défini par (X.v) (z,.) = X[v(z,.)] pour
toutr € D.

Il suffit de trouver un point fixe u proche de 0 € £(D) de .71 satisfaisant u(0,2) = 0, ol
T:&(D) D Dj — B(D) est défini par

(Tu)(rs) = ¢2/¢ [T(14 w)](z,e) quand x € D,c € V.

Ici D est le sous-ensemble de £(D) des fonctions satisfaisant |w(x, )| < 1. L’ opérateur 7' est
bien défini, car €%/ est exponentiellement petit.
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Il est standard de montrer que I’ application ©.7" est une contraction si =, est suffisamment
petit. Par conséquent, elle posséde un point fixeu € £(D). Par définition de T et ¥, on vérifie

queu(0,¢) = 0. 0

Démonstration du lemme 20. La construction d'une fonction holomorphe & monodromie
prescrite est classique : étant donnée v analytique sur V', lafonction w : S(—m,m,59) — C
définie par
e
we) = —gs [ -2
m Jo U —e

ou I’integration est effectuée sur le segment peut étre prolongée en une fonction analytique,
aussi appelée w, sur S tout entier, qui satisfait a (33). Néanmoins w présente une singularité
logarithmique au point —z, et N’ est pas éément de £. Pour surmonter ladifficulté, on considere
une moyenne d'intégrales de la forme (34), en faisant parcourir alaborne d’intégration un arc
de cercle. Pour tenir compte des normes de 3 et £, nous introduisons un facteur =/, dans les
intégrales.

(34)

Pour » € BB, nous définissons (Xv)(s) = [ ”7{ Z;S £)df, ouw, : S — C est définie par
wp(e) = —— [ i( - quand = € S @8 € [~n/8,7/8] (35)
wp(e) = o /JU/; —- q 2 w8, T/,

Ici e = —ggexp(#i); S —37/4 < arge < 37/4 adorsle chemin d'intégration est le segment
deOacy, s arge < —3m/4, le chemin d'intégration passe au-dessusde ¢, S arge > 37/4, le
chemin d’intégration passe au-dessous de <.

Laformule de Cauchy montre que w, satisfait a (33) pour tout 6 ; par consequant, w = v
aussi. Il reste amontrer que w € £ et qu'il existe X' > 0 tel que ||Xv||, < K ||v]|, pour tout
vebB.

Majorons d'abord wy(s). Pour —37/4 < arge < 37/4, ona|u—e| > |p|sin g, donc
‘1 Wy ( >| < ||U||2 avec C| = QWm

Pour —57 /4 < arge < —3m /4, nous alons montrer que

1
S ) e (3)

271' ~(0,arge+m) |/1 - 6|

~ W ()

ou ' est comme précédemment et (6, 1) est Iechemin paramétré par ;1 = = e?, ¢ parcourant
[—-2F.0—m], 50 <, malsparcourant[e m,—3%]siy < 0. Eneffet, sif < 1) = arge+m < I,
on peut utiliser comme chemin d’intégration de 0 a =4 des chemins 7 arbitrairement proches
de 7, U y(#,v) (ol 7, est le segment de 0 & spe~°"/4) qui sont encore a I’intérieur de V.
L’ estimation

]. N /‘L
~v(p)dp| < / dpl||v
5 1 —e) (u 5| (n—2) [p ol
pour tout 5 et lalimite 5 — 5, -+ (¢, ) nous donnent
! 1 |
—wy(e)| < 5= / \dy| ||v]], -
< 27 v1+7(0,1)) |/ _C| 2

Pour |’ autre intégrale,

Comme dans le cas précédent, on obtient / il |dp| <
v =<l sm( /8

il suffit d’ utiliser || < o sur~(6,4). En combinant les deux estimations, on obtient (36) pour
0 < arge + 7 (sansleterme<y).
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Figure 4: lechemin~; U v(6,4), agauchelorsque# < ¢, adroite lorsque ¢ < 4.

Quand arg = + 7 < 6, on utilise d’ abord laformule de Cauchy qui montre

1 o €
we(e) = v(e) + — | ———v(p)dp
&) = 16) + 5 [ el da
ou maintenant le chemin d’intégration de 0 a =, passe au-dessous de =. Les estimations pour
I”intégral e sont identiques a celles du sous-cas précedent, al’ exception d' un terme additionel a
majorer : L v(c) < g¢||v||. Nousavons donc montré (36) aussi dans e deuxieme sous-cas.
Pour 37 /4 < arge < 5m/4, on obtient de maniere analogue

1 o 1
— wy(e) S(C + e -I——/ du) vll, . (37)
cunle)| < (Crrear gt [ ol ) el
4 s o
Rappelons que (Xv)(c) = — / wp(£)dH. Pour montrer que X : B — £ est continue, il
AR N _
suffit donc de montrer qu'il existe X > 0 tel que
/8 1
/ de / —— |dy| £ K (38)
—7/8 ~(#,arge+m) |/l - 5|

pour tout ¢ vérifiant —57/4 < arge < —37/4, |¢| < 0. En coupant I'intégrale extérieure a
6 = arge + 7, S cette valeur est dans [—7 /8, 7/8], on voit que la double intégrale prend son
/8 w/4 1
maximum quand arg e = —. |l suffit donc de majorer 2 de m ds dans ce
0 0 es? 13 60
cas. Comme le déenominateur est minoré par sin s, le théoreme de Fubini-Tonelli nous donne

/4
(38) avec K = 2/ L ds (en effectuant I’ intégration sur tout letriangle 0 < 0 < s < /4
S111 S

au lieu du quadrilatere 0 < 6 < 7/8, 6 < s < w/4). 0
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